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AVERTISSEMENT. 


La publication des OEuvres d’'Hermite se poursuit dans les 
mêmes conditions, grâce au zèle dévoué de M. Henry Bourget 
qui me continue son précieux concours, et aux soins de 
M. Gauthier-Villars. 

Lés Mémoires ici reproduits vont de 1872 à 1880. Ce Vo- 
lume commence toutefois par un travail inédit Sur l'extension 
du théorème de Sturm à un système d'équations simultanées, 
datant de la jeunesse d'Hermite, retrouvé récemment dans 
les papiers de Liouville. On lira aussi dans ce Tome divers 
Chapitres empruntés au Cours d'Analyse de l’École Polytech- 
nique, une Note publiée dans l’Algébre supérieure de Serret sur 
les équations résolubles par radicaux, et enfin une Leçon sur 
l'équation de Lame, faite à l'École Polytechnique pendant 
l'hiver de 1852-1873, qui, à notre connaissance, contient les 
premières recherches d'Hermite sur une question qu'il devait 
approfondir quelques années plus tard. Le portrait placé 
au commencement du Volume représente Hermite vers l’âge 
de soixante-cinq ans. 

Dansle Tome IV et dernier, nous publierons la fin de l’œuvre 
mathématique d'Hermite, ainsi que divers articles et discours. 


Emize Picarp. 
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CHARLES HERMITE. 


TOME III. 





SUR 


L'EXTENSION DU THÉORÈME DE M. STURM 


A UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES (1). 


Mémoire inédit. 


J'ai présumé longtemps que la question traitée dans ce Mémoire 

dépendait de l’extension des principes du calcul des résidus aux 
P P 
fonctions de plusieurs variables. On sait, en effet, que Cauchy a 
uré de ce calcul son beau théorème sur la détermination du nombre 
des racines imaginaires d’une équation àuneinconnue qui sont ren- 
q 
ermées dans un contour donné. En réfléchissant sur les méthodes 
f d ( d E flécl ( l thod 
de l’illustre géomètre, 1l me semblait que des théorèmes analogues 
$ Ù q Fa 

pour des équations simultanées devraient résulter de l’état des 


(1) Nous publions ici un Mémoire présenté à l’Académie par Hermite, le 
12 juillet 1852, et retrouvé dans les papiers de Liouville par sa fille M de Bli- 
gnières, qui a bien voulu nous le donner pour cette édition. Ce Mémoire avait 
été renvoyé à une Commission composée de Cauchy, Liouville et Sturm. Aucun 
Rapport n’a été fait; une Note a seulement été publiée dans les Comptes rendus 
et elle se trouve reproduite dans le Tome I de ces Œuvres (p. 281). HeARe 
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diverses valeurs que peut prendre une même intégrale double, 

lorsqu’en conservant les limites on substitue des fonctions imagi- 

naires quelconques aux variables réelles de lintégration. C’est 

ainsi qu’en désignant par F(3,3'), D(3,3') les premiers membres 

de deux équations simultanées, j'ai été conduit à la recherche des 
dF d® dæ dF 


valeurs multiples de l'intégrale Fa 


qui me semblait devoir jouer un rôle analogue à celui de l'intégrale 
; (ie ENT , - ù : 
simple Î + dz dans la théorie des équations à une inconnue. Un 


grand nombre d’autres questions que je ne puis indiquer 1ei et qui 
se rapportent aux fonctions périodiques de plusieurs variables, 
m’'amenaient encore à cette même recherche, et je ne puis douter 
qu’elles n’ouvrent un jour à l’analyse le plus vaste champ de décou- 
vertes. Mais, arrêté à plusieurs reprises par des difficultés qui me 
semblent bien au-dessus de mes forces, je ne sais s’il me sera 
jamais donné d'y faire quelque progrès. Aussi est-ce à d’autres 
principes que se rattachent les considérations développées dans ce 
Mémoire. Je dois indiquer d’abord les belles expressions décou- 
vertes par M. Sylvester pour les fonctions auxiliaires qui figurent 
dans le théorème de M. Sturm, et celles que M. Cayley en a déduites, 
comme m’ayant ouvert une voie nouvelle. Ce sont, en effet, des 
formules analogues à celles de ces deux savants géomètres qui seront 
posées a priori pour des équations simultanées, et dont on conclut 
avec facilité des propriétés toutes semblables à celles des fonctions 


de M. Sturm. 


I. Nous considérerons en premier lieu une équation à une incon- 
nue F(x) = 0, et nous désignerons ses racines par æ1, Lo, .. ., Tme 
Soit encore 5; la somme symétrique des puissances semblables 
gi + ri +... +; avec les quantités S,, S:, .. S:rétune 
indéterminée À, composons le système linéaire : 


Si— À, S2; S 3 HLNIOK S mn 
S 2; S 3 — À, S,, MO S m1 
(1) S3, Sy, Ss — À, …..,) S +2 


* SES D 0, DIU en AR Asie , ….. .…....) 


7 S 4-1 S 142; QT Sac si 
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Le déterminant de ce système sera un polynome entier en À du 
degré m, que nous représenterons ainsi : 


ce A) + À À; Sie 2 A2 +. ne (— 1) 70, 


Comme le système (1) est symétrique, l’équation À — 0 aura 
toujours ses racines réelles; cette propriété importante, démontrée 
pour la première fois par M. Cauchy dans ses recherches sur les 
inégalités séculaires du mouvement elliptique des planètes, sera 
fondamentale dans ce Mémoire. Mais voici d’abord la forme nou- 
velle sous laquelle nous présentons le théorème de M. Sturm. 

Soit A(£) ce que devient le polynome A, lorsqu'on considère 
l'équation F(x + £)=o, au lieu de la proposée, et v; le nombre 
de ses variations pour une valeur donnée de la quanuté &; le 
nombre des racines réelles de l'équation F(7) — 0, qui sont com- 
prises entre deux limites quelconques Éoet£:, sera représenté en 
supposant ERÉSSeS par la différence p; — v. 

Les coefficients des diverses puissances de À, dans le polynome 
A(Ë), sont ainsi des fonctions entières de &, qui forment un système 
non identique, mais analogue à celui des fonctions auxiliaires de 
M. Sturm et qui conduisent absolument au même résultat. 

Considérons en second lieu deux équations à deux inconnues 


F(x;, y) =», P(>, J)=0, 


que nous supposerons d’abord générales et du degré m chacune; 


soient 
TX = T1, T = Lo, CURE T = Lyn?, 


= 1 F = Ja; APT F = ms 


leurs diverses solutions simultanées, et S; ; la somme symétrique 
x y} + xt yi +... + Lt ee nous représenterons pour abréger 
par (w) le système linéaire 


S 10» S26 S 36 EC S yr1 00 » 

S 265 ) S 305) S 400 LEE Sm+1w) 

S 300 » S 400 S 540 pers S n+20) 
4 ETES SC TON ONE ET ME OL NS ) 

S 100 » S p1+-1 00 » S n+20) CRUE | Som—100 - 


En attribuant à l'indice w les valeurs 1, 2, ...,/, on aura un 
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système que nous réunirons de la manière suivante : 


Qu (ar DO ALES 

(2), (3), (4); .…., (m+i), 

(3); (4), (5); PE  n) 
(mm), (mA), LCmH2), LS SOMME 


ce qui donne un système à 77? colonnes dont la loi est facile à sai- 
sir. Cela posé, retranchons des termes en diagonale une même 
quantité À, et formons le déterminant; nous obtiendrons un poly- 
nome en À du degré’ nm? que nous représenterons ainsi : 


À = A+ À A+ ÀAoHe. + (— 1j Ant, 
et qui nous conduira à étendre le théorème de M. Sturm à deux 
équations simultanées. 
Considérons pour cela les deux inconnues x et y, comme l’abs- 
cisse et l’ordonnée d’un point rapporté à deux axes rectangu- 
laires, de sorte qu'à chaque solution des équations proposées, telle 


que 
LT = Ti, 


Nes À 
1 , | 6e HP 4 
corresponde un point déterminé. L objet de notre proposition est 
de déterminer le nombre de ces points qui sont renfermés dans 


l'intérieur d’un rectangle donné. A cet eflet, soit A(Ë, n) ce que 
devient À lorsqu'on considère les équations 


F(r+Eéy+n)=o, P(r+E, Yy+n)=0, 


au lieu des proposées, et vs, le nombre de ses variations pour des 
valeurs données de E etn. 

Le nombre des solutions renfermées dans l’intérieur du rectangle 
ayant pour coordonnées de ses sommets 


= 0 T = 6, ENT RENET 


di: |: he n1) Han ts Jr te 
LA . ) . 
sera donnée par ] expression 


Pen FE EAP pees NES, Fr Rene . 
2 
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IT. La démonstration des théorèmes que nous venons d’énon- 
cer repose, dans le cas des équations à une inconnue comme dans 
le cas des équations simultanées, sur l'expression en fonction des 
racines des deux premiers termes À, et À, des fonctions A. Voici 
d’abord cette recherche pour les équations à une inconnue, en 
suivant la méthode propre au second cas et dont on verra ainsi le 
principe avec plus de facilité. 

La quantité À, est évidemment la valeur du polynome À pour 
\— 0; c'est donc le déterminant du système 


1: Uid2; S3 NE 
S2; S3, Se ROBOT] S +1» 
S3; S;; Ss, CEE S yn+2 
So s É ÉMOTION 
Sn S yn+1 S yn+9 RE So m1" 


Quant à A,, 1l suffit d’un peu d'attention pour reconnaître que 
c’est la somme prise en signe contraire de tous les déterminants 
à m— 1 colonnes que fournit le système précédent, lorsqu'on fait 
abstraction d’une colonne horizontale de rang quelconque telle que 
Si Sipis ce es Sigm_o, et de la colonne verticale composée des mêmes 
termes. D’après cela, si l’on considère le système des équations 


linéaires 
S121 + S929 + S333 +... + Smnim 2 
S231 + 9322 + S,33 ++ Synt1 2m = 2, 
(1) { Sas + Su +533 +... + Sm+23m = Zs, 


S mn 21 + S n+1 22 + S +9 33 ++ + Som—1 3m = VAT 


Q- 


et qu’on le résolve par rapport aux quantités 5, de manière 


obtenir 
3j = A! Zi+ A! Z+ AI Z3+..,+ AZ, 


Ga = A? Zi+ A3 Zi+ A3 Z3+...+ Am, 
“EUR A? Li + Ai Lo + A5 L3+...—+ AZ 


Zm= AY Zi+ Ait A Zs+...+ An Lime 


À ré A: 
A, sera le dénominateur commun des quantités À, et T- sera la 
0 


valeur changée de signe de la somme des termes en diagonale 
| 2 3 ne 
A+ AS+ AS +...+ AS. 
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Cela posé, nous observerons qu’en introduisant » inconnues 
auxiliaires C4, Ce, ..., Cm, On peut remplacer le système des équa- 


tions, (1) par les deux suivants : 


2 | 1 — 
(2) Ti C1 + Ta Ca +— Li Cs+...+ are Cm = LZs3, 


nm— = =1# m— 
6 2 QE 2 A CE PA CE ES CE 


et 
| Ci = T1 31 Time t À? 33 +... + AT 3m 
Ce = La Z1+ LS 22 + A8 23 +... + TS Zm, 
(3) { La = Ta 21H D$ 50 + THÉ 23H... + DE 3m 


Cm=Tmert The + Th 23 PC. ET 2m 
comme on le voit immédiatement par la substitution des valeurs 
des quantités &. De là résulte d’abord, par l’une des propositions 
élémentaires de la théorie des déterminants, que A, sera le produit 
des déterminants relatifs aux équations (2) et (3); or 1l est visible 
que le second n’est autre que le premier muluplié par le produit 
Ty La La. m3 AINSI, nous avons cette égalité: 


91 S S3 .…. S ne 
S2 S 3 S, …. S n+1 
A0 = S3 S4 S 5 One 
S S yn+1 S yn+2 DS S 9 m—1 
I I I I 2 
T1 To T3 T'yn 
— LiT2X3...Tm| ? US st 2% 


m1— 1 LE ont | HA INT 
T4 ne DIT TION SNAREE 


Si nous n'avions en vue que les équations à une inconnue, nous 
pourrions nous arrêter ici, car onsait que le carré du déterminant 
par lequel se trouve exprimé AÀ,, est le produit des différences des 
racines æ, prises deux à deux, de toutes les manières possibles, 
mais cette donnée nous manquera dans la question analogue rela- 
uve aux équations simultanées; aussi nous allons, dès à présent, 
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recourir à la méthode suivante. Introduisant un nouveau système 
de quantités auxiliaires 5,1, n2; . . .,Nm_1, NOUS poserons 


5 : 2. ; m— 
| a no + TANT +... +) nest 
SITE - D/ : } 
E (T1) 
" ( ie LE TT - n 
io dant line. pri in: 
SOS 1 ? 
F (T2) 
(4) { “, 7e g. + x2 hi Mm—1,. 
AT 1,0 T31,1 AE + T3 Tr —1 
Si CN F'(x d 
(æ3) 
! î 2e Je 11— 1, 
A VE 0 Cm nm. + Cm M) 2 —1 
Sri 


(a F(æ,»r) 


F'(x) désignant la dérivée du premier membre de l'équation pro- 
posée F(x) = 0; maintenant, si l’on substitue les nouvelles incon- 
nues n aux quantités € dans les équations (2), il viendra 





I N T x? æli—1 
T0 d — + MN] — + M2 S = +. + ni — = Z, 
 œ F' dun EF? Et 7 142 CURE l 
æ Ve 2 N' 2” 
LT Ù F' A 6 F’ anne Fr Co ae ln 10 F’ = L2, 
(5) x? x : k N r# : am+i 7 
0 A pe pres et Que 2 RS; 


æn—1 am æmn+i ax2m—2 7 
corde ml + RE 151 NS 
\ No F’ Fée F' i F' | ; F’ , 


Tv T} Ti, rh, 
F1) Fa) Fi) I Fo) 
par 
x 
_ 


Mais on sait que cette somme est nulle pour toutes les valeurs 
de à moindres que m — 1, etqu’elle est l'unité pour u = m —1 si 
le coefficient de x” dans F(x) est lui-même égal à 1. Pour les 
valeurs supérieures de u, elle représentera une foncuon rationnelle 
et entière des coefficients du polynome F(x), de sorte qu'en 


faisant 
am—i+i 
> pd né 
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les équations (5) prendront la forme 


T,m—1 — Zi, 
Tim—2 + T1 m1 = = 


(6) Qn=3 + Si me + T2 m1 = Z3, 


Cote eo 07. = 6 ee /v 1e à ele eos) ee sets eDnPDEs 


| Do + 11 + Too +... + Om-2 me + On-1 m1 = LEE 


et ne contiendront plus les racines æ,,æ:,...,4m. Mais, comme 
on le voit, le déterminant relatif à un pareil système est simple- 


mim+tl) 
2 


ment (—1) *? ;1lest d’ailleurs égal au produit des déterminants 
relatifs aux systèmes (2) et (4); le système (4) lui-même donne 
pour déterminant celui du système (2), divisé par le produit 
F'(xz1) F'(22) F(x3) . 2 F'(æ»); on en conclut l'expression sm 
vante que nous voulions obtenir, savoir 


mim+1) 


Ao= (—1) 2 Lilo. Lin Fifi) FC 


IT. L'introduction des inconnues n n’avait pas seulement pour 
objet de nous conduire à la valeur de À, ; elle nous servira aussi à 
la résolution des équations (1) et, par suite, à la détermination des 


Âi 
quantités A et à celle de a J’observerai d’abord que les équa- 
110 
tions (3) peuvent être mises absolument sous la même forme que 
les “anus (6). Multiphions-les respectiv ement par les quantités 
] il 
GT rat de F (Ze) 4 nm ile) 


pour abréger, du signe » , comme plus haut; il viendra d’abord 


, en les ajoutant et se servant, 








È € € =) re 
a 1 S2 2 NS MERS 
SIN — 7 Ù 7 Sd bre = ; 
FAT Fr, To F», LE GE et 


et si l’on continue de même en prenant pour multiplicateurs les 


DAT AT. : : : 
quantités F on arriva au système suivant : 
4 


5, 2 NUE 
P7IL æ F!, 


pd — —— O1 3 —- “20à 2 
fi 12e : x F', 
(7) # D x? 
Sppn—0o + C1 n— O3 3 yn — RP 
11 —92 1#772—1 3 #/Nn xF, 
CR CC CC CE CO Se COS OO 5 © , 
gmri€ 


ST 1232 + 233. + One Son + Oyn—1 3m —= Er 
TL 
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Cela posé, il est facile de voir que la résolution des équa- 
tons (6) donne des résultats de cette forme, savoir : 


10 —= YA Oil et... , + 0... + © yp—0 Lo + Wyn-1 Zi, 
T1 —= Le 1 + W1 Ln2 + Ua Ln-3 +. 586 6 m0 SE (PORN à fe 

D = Lm-2+0i2m-3+ br i+... + Om Li, 
Nn—2 —= L: 
m1 = Zi. 


Les quantités w étant des fonctions rationnelles et entières des 
quantités 5, et, par suite, des coefficients de l'équation F(x) = o. 
Si donc on fait 


Q(r) = 201 oi T2 HE we TN LE, op 9 T + Wyni 
QT) = T2 LE Qi TS + per D HE De, 


Q»1 (æ) = L?+ WT + Wo, 


0,,(%) = x + wi, 


on trouvera, par la substitution des quantités n dans les équa- 
uons (4), les valeurs suivantes : 


O, (21) 21 + Q2(T1) Le +... + mr) 2m + Zn 
7 


LS Cr 

7 — O1(To) Li + Qo(Tr) Lo +. + Qn1(Te) Lin + Zn 
Mir F'(x2) 
ÉD Q1(Tm) Li + O(Tm) La +. hr Om1(Tmn)ZLn1 Zn 
HT à 


FX" ) 


Maintenant la résolution des équations (5) parrapportaux incon- 
nues 3 s'effectuera comme celle des équations (6), et donnera les 


valeurs 
01(2)6 (71) 8: O1 (X2) C2 O1 (Ty) Cm 
A 7 77 LA nr Fr TAN PRÉ ENTER ARX ? 
4 4) 1 LE T1) Ta F2) TmF'(Xmn) 
a SUP TÉ Q:(æ1)C: … Q2(æa) 2 #3 Q(Tm)om. 
2 — = — "2" 
T “e T' F'(x:) Dai (æ32) Tyn F'(Zærm) 
2 Æ > 01(T)C Lee Om1(T;)61 MS 0,p1(%Ta)és Qp1(Tm) Cm 
pe æ Fz æ1 F'(æ1) La F'(X2) Tm F'(Tm ) 
z È C1 “ Co Cm 
== > —— = ——— = rm 
“ 4 AA REX ŒUE (ær) Le F (2) Dm F (Tm) 
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enfin, si l’on substitue les valeurs des inconnues © précédemment 
trouvées, il viendra, en employant toujours le signe » pour indi- 
quer une somme relative aux racines æ}, Zo, ..., ©m) 


Ÿ Q,(T)[M(r)Li+ Q(r)Lo+... + Omi1(r) Zn + Zn] 
8 A SC 


RL x F?(&) 
# D Q(x)[Q(xr)Zi+Q(x) Lo +. + On (er) Zn + Em] 
CR | T Fix) 


0 © + + + ® 019 +, © S1S1882 se) + sen see, 0 es 01 0 + Là 9 + + 5. se 210 00 00 CS 


Ÿ Qy-1(x) [Q1(x)Z + Q(x)Lo+...+ n1(2)Zme 2m) 


æd 3 yn—1 = 76 


= 
e =V O,(xr)Li+ Q(r)Lo+...+ Qui(r) Lin + Lm. 
ns dl CAT) 


Ce sont là les formules auxquelles nous voulions arriver pour la 
résolution des équations (1) du paragraphe précédent; on aurait 
pu les obtenir par une méthode plus directe et plus rapide, mais 
qu'il n'eût pas été possible d'appliquer aux équations analogues 
composées avec les solutions simultanées d’un système de deux 
équations à deux inconnues que nous rencontrerons plus tard; 
elles donnent, comme on voit, sous une forme élégante, les quan- 
uités désignées précédemment par Af, savoir : 


FN Q;(x) Qz:(x) 


Aïe 
ET ni xF°2(x) 


À 
et l’on en tire, pour 1 valeur de ne cette expression dont le numé- 
220 


rateur est une somme de carrés 

À Q°(r) + Q2(x Q zx I 

= — (AT-ON ER a LEE Pa 
2 


IV. Nous avons désigné par A(£) au commencement, ce que 
devenait le polynome À, lorsqu'on considère au lieu de l’équation 
F(x)= 0, la suivante F(x + £) — 0, et nous avons posé 


ACË) = Ao(E) + RACE) ++ (im; 


or, 1l est facile de passer des valeurs précédemment trouvées de A, 


TR Ai(E) 
E—;, © Il d 
e à celles de A, (Ë) et RE) 


suite, les valeurs de la dérivée F'(x + €), lorsqu'on mettra pour x 


. Et d’abord, comme on le voit de 
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les racines de l'équation transformée F (x + £) — 0, ne différeront 
point des quantités F'(x,), F'(22), ete., de sorte qu’on aura 


mim+l1) 


A0) = (—1) ? (ri—EË)(ra—Ë).. .(m—E6) x F'(œ1) F'(æ2).. Fm). 
Quant aux polynomes Q,(x), Q:(x), ..., ils deviendront des 
fonctions rationnelles et entières de Ë ; ainsi en posant 


Qt) Cr) +... + Qi (r)+i1= TE, x), 


la fonction correspondant à une racine x réelle ne pourra 


jamais ni s'évanouir ni changer de signe pour aucune valeur de €. 
Ces préliminaires posés, nous allons démontrer que les coefficients 
des diverses puissances de À dans le polynome A(Ë) possèdent les 
mêmes propriétés que les fonctions qui figurent dans le théorème 
de M. Sturm. En premier lieu, l'équation A(Ë) — 0, ayant toujours 
toutes ses racines réelles, il suit d’une conséquence de la règle des 
signes de Descartes, que les coefficients de deux puissances consé- 
culives de À ne pourront jamais être supposés nuls en même temps, 
et que si un coefficient s’évanouit, ceux de la puissance précé- 
dente et suivante de À} seront de signes contraires. Si donc on fait 
croître Ë d’une manière continue de £, à £,, des changements dans 
le nombre des variations de A(Ë) ne pourront survenir qu’autant 
que ce sera le dernier terme qui viendra à s’annuler. Mais, d’après 
l'expression obtenue pour ce dernier terme, les valeurs de & qui 
peuvent l’annuler sont uniquement les racines de l’équation pro- 
Ai(E) 


= dont nous avons 
Ao(é) 





posée. Cela étant, considérons le rapport 


obtenu l’expression, savoir : 


r 


OR CRT ARS ns J(E, æ) 


a — x)F'2(x) 


AoCE) (rt —E)F2(x) dd ( 


CAR: 


Pour une valeur de & voisine d'une racine quelconque #, le signe 
$ E, æ) x 

REA) 2 donc, d’après 

(E—x)F?(x) 

ce que nous avons remarqué sur le numérateur, il sera négatif pour 


de ce ‘apport dépendra du seul terme 


une valeur de £ un peu inférieure à +, et positif pour une valeur 
un peu supérieure. Nous voyons donc que la quantité E croissant 
d'une manière continue de &, à &,, le polynome A(Ë) perd autant 
de variations qu'il y a de racines réelles de l'équation F(x) = 0, 
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comprises entre ces limites; le nombre de ces racines est donc 
bien v; — v;,, comme nous l’avons annoncé. 


V. Dans la démonstration du théorème analogue au précédent 
pour deux équations, nous supposons ces équations les plus géné- 
rales de leur degré, pour n'avoir pas lieu de discuter les cas par- 
ticuliers qui pourraient s'offrir et où nos formules seraient en 
défaut, Ces cas particuliers se trouveront d’ailleurs complètement 
évités dans une autre forme sous laquelle nous présenterons plus 
tard notre théorème, et qui, moins symétrique à la vérité, se prête 
plus facilement aux applications numériques. Nous avons pensé 
utile de présenter d’abord pour deux équations du second degré 
les calculs des quantités À, et À, ; on peut, en effet, écrire alors en 
entier les formules qui, en général, sont représentées d’une manière 
abrégée, et l’on en saisira très facilement le sens. 

Nous avons employé, en commencant, le symbole (w) pour repré- 
senter le système 


S 165) S 269 S 30) ‘9 Syro s 

S 20) S 305 40 .., S +1 U); 

S 30 S 4099 S50 1.9 S y1+ 2 U)) 
‘, PACE RD HN ATEN. ‘ 


S nu S yn+-1 0) S yn+2 ü)) AT Som-—1 w* 
Ta ONE ES 
S1 l’on suppose » — 2, ce système se réduira à 
S 145 S 265) 
S 20 S 36) 


de sorte que la fonction À sera le déterminant suivant à quatre 


colonnes, savoir : 


Su— À Si S 12 S22 
n D 21 S31 — À S22 S 32 
ré D 12 5 22 S13— À S23 

D 22 S 32 S23 S33— À 


Cela posé, formons le système des équations linéaires : 


S1131 + Soi 29 + S 19 23 + S90 2, = Zi, 
(8) So1 31 + S31 39 + So 33 + Sao 20 = Lo, 
S 10 31 + S 0 Z2 + S 13 33 + Sos 24 = L;, 


S 22 21 + So 22 + Dog 23 + S33 2, = Li. 
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Le dénominateur commun des valeurs des inconnues 3 sera À, 
et si ces valeurs sont représentées par les formules 


#1— AZ; + AIZ.+AIZ, + AZ, 
22 = A?Zi+ A?Z:+ A?Z;+ ALZ, 
33= AÿZi+ A3Z+ AS Zs+ AZ, 
AI AZ EH AIZ;+ AI 7, 


on aurait, comme précédemment, 


A: 


= (AÏ+AÏ+AÏ+ A). 
A0 


Or, en introduisant quatre inconnues auxiliaires €, Co, Css Gus 
nous pourrons remplacer les équations (8) par les suivantes : 


| Cr Co + Ca + = Zi, 
TG + La Co + TaGs+ di = 2e, 
(9) { 


MODES Dali set Ji = Zs, 
T < "Es M a M : Ed ee 
PQ De Yobe + Ts Vabts + TPVici= Li, 
et 
1 —= Ti Yi (3: 1001 32 + Yi 33 + T1V134 Ds 
(10) 2 = LoVa( 51 + Voss + VeSs + VoVo Si), 
I1O 
Cas = L3Y3(31+ Lao + Vs33 + 333), 
= LiYa(31+ Lio + Vis + TV r 34); 


Donc A, qui est le déterminant relatif aux équations (8) aura 
pour valeur le produit des déterminants propres aux deux systèmes 
(9) et (10), ce qui donnera très facilement l'égalité suivante 


A0 — 


I I I I 2 
Ti Lo T3 Ty 
ÿ1 J'2 LE Ja 
LV ToYa L3Ÿ3s Ti 


= Viol 3T,Y1Y2Y 39% 


Cela posé, représentons par A(x,y) la déterminante fonction- 
nelle relative aux premiers membres de nos deux équations du 
second degré, F(x,y)= 0, D(x,y)= 0, c’est-à-dire l’expression 
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0F 0 OF 0 ; à A0 ; 
A 2 = 7,  eLIDtTOUUISONS ES TOM CIE quantités auxi- 


liaires n1, 2, 13, n: par ces formules : 


A(T1, Y1) 

__M+Le02 + Vols + ToVons 
A(Ts3, 3) : 
ACT, Vu) 


(11) 


Cu = 


On trouvera, par la substitution dans les équations (9), qu’elles 


se transforment ainsi : 


I 1 V 0 
nDIMRDE +nD7 +13 2508 

TL x? T æ? 
D 











il 











; TY F1 A D 2 x? y? 
MNT md md Zi 


en représentant pour abréger, par exemple, la somme symétrique 
Li “u I 
A(T1, Vi) A(T2, Y2) 


; . I NT ; . . . 
de M. Jacobi, les sommes > É D: x DE s’évanouissent ; ainsi 


nos équations en n deviennent plus simplement 


TY 
m3 Pl 
x? TY a? 
De. ui DD De 
(12) 


m> es ce 24 


1" 
HA: 12 A +rD L 


Dans ce système, le déterminant n’est plus l’unité comme nous 


I e 1 L4 « 
rec r(par D dé Mais, d’après un théorème 























l’avons trouvé plus haut pour des équations analogues; on obtient 


Qt 
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aisément pour sa valeur 


Ty \? NET Tr? y? 
(2%) (2Z) > = | 
dont voici l'expression en fonction des coefficients des équations 
proposées. À cet effet, soit 


F(x,y)=ax+2bxy +cy?+..., 
P(x, y)= ax +o8ry +yy?+. 


les termes non écrits étant d’un degré inférieur; posons, pour 


abréger, 
A = Êc—b}, 
B = ac — ay, 
GC—=ab—a8, 


BA Dali). 
On trouvera par un calcul facile 


NX 2 2 À DE B y? 2 C 
ÈS. FETE SLT ne 
éd À æn) A (D A mn) 


DANCE T2 )- 


Le cas d'exception à nos formules se présenterait lorsque B ou 
® s’évanouissent, mais, en général, ils seront diflérents de zéro: 
alors là quantité précédente représentant le produit des détermi- 
nants relatifs aux systèmes (9) et (11), on arrivera à cette 


égalité 


donc 








! I I 1 2 
T1 T2 T3 Ty 

ME LCA A(Ta, Ya) A(Ta, Ya) ACT, Vu); 
VI J2 us V4 Fi 


TiV1 LoŸVa LT3V3 L,Vr 


d’où l’on conclut la valeur de AÀ,, sous la forme suivante : 


B? 
A0 = Pi Tr Vs Vie Va Ve ss A1 ÿ1) A(Lo, V2) A(æ3, J3)A(X, #9 


(!) Cette quantité (D est le coefficient de la puissance la plus élevée dans l’équa- 
tion finale en æ ou en y quand on a fait disparaître les dénominateurs. 
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On retrouve bien ici la propriété connue de la fonction A de 
s'évanouir pour deux solutions égales, car si l’on suppose, par 
exemple, Zi —%2 et Ji —72; deux colonnes du déterminant 
deviennent identiques et il s’annule. 


VI. Résolvons, par rapport aux inconnues n, les équations (12), 
leurs valeurs auront la forme suivante : 


ML: —+ B Ze + yL3+ 02: 
12 = a'Z; —- D'Ze te La, 
13 = SAVATES BZs + vis 


11! 
ex Zi, 


et l’on pourrait même démontrer qu'on a ces relations 


LR ET) EL ARE PET || Nes LL 1À no Te 
DES, Tue DRE CS 


Û 


mais, pour abréger, nous éviterons de les employer en modifiant 
légèrement la marche suivie précédemment dans le calcul analogue 
pour les équations à une inconnue. Posons d’abord 


Q(t, Y)=42+ax +a y+a"ry, 


Ba, Y)=R+P zx +8 
A CR ER ent Dune 


on trouvera, par la subsutution des quantités n dans les équa- 
tions (11), 


Qi, pi)Li+ Qt, Vi) Li + OT, V1) La + ÔZ, 
PAT 2 PAPA 


14 A(æ1, 1) 

us Q1(Lo, Vo) Li + Qo(To, Va) Lo + Q3(Xo, Va) L3 + TR 
(ibn E de OT. 

, _ (Ts, Va) Li + Q2(ds, Va) Le + Q3(ds. Va) Ls+ ÔL, 

So CORNE A(GNO D) TON 

Aie O1 (Ts Va) Li + Qe(xs, Ja) Lit Ga, as Le 

re A(Trs Vu) 


Or, en multipliant les équations (9) respectivement par 3,, 32, 
Z3, 31, et les ajoutant, 1l viendra en ayant égard aux équations (10), 
l J 


I ; I 
—— ti+ ——{ÿ + C2 + 
T1 Te V2 T3 3 T, V4 





C£ —= Z31/1+ 2229 + 2323 + LAW 





Qu'on substitue maintenant dans le second membre à 3,, 3», ..., 
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leurs valeurs en fonction linéaire de Z,,2,, ...; valeurs que nous 
avons plus haut représentées ainsi : 


31= Aj/i+AÏZo+ AIZ;+ A17Z,, 
> = AîZLi+ A3Za + ASZ;+ A27;, 
23 = AÏfZi+ AËZe+ AËZ;+ AZ, 
2, = AftZi+AÏZ,+ AfZ;+ AiZ,. 


[AI] 


La relation obtenue existera identiquement quelles que soient 
les quantités Z,, Z,, ..., et, si l’on compare en particulier les 
coefficients des carrés dans les deux membres, on trouvera de suite 
la formule à laquelle nous voulions arriver, savoir : 


D Gr) enr Ai 
2 Ty ACT, y) A0 


le signe D: se rapportant aux divers couples de solutions +,, y, 


Lo, Vo; 


VII. Arrétons-nous un instant, avant d’aller plus loin, sur une 
conséquence remarquable des calculs précédents. Rapprochant 
des équations (9) les équations (14) qui en donnent la résolution, 
nous voyons que les premières sont satisfaites en annulant 6», 63, 
€, et faisant 


ET Zi; Lai Les Wie L:, %1:V1 C1 100 


donc, dans ces hypothèses, 1l en sera de même des secondes. Or, 
il suit de là qu’en posant 


O(x, y) = Qi(x, Y) + T1 Dr, Y)+ Yi Gr, Y) + ÔdiYi, 
on aura à la fois 


Q(T2, V2) = 0, 0 (T3, Y3) = 0, O(T7,, Yi) = 0 
el 
O(æ1, Ji) Ne 1): 


On voit donc que l’équation Q(x, y) — 0 admet toutes les solu- 
tions des équations F(x,y)—0o, D(x,y)—o, sauf une seule. 
Les coefficients de cette équation dépendent d’ailleurs rationnelle- 
ment de ceux des équations proposées et de la solution écartée 

H, — III. 2 
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æ1,J13 ainsi le polynome Q(x, y) peut être regardé comme ana- 
logue au quotient de la division du premier membre d’une équation 
à une seule inconnue par l'inconnue diminuée d’une racine. La 
relation 

Q(21, V1) = AT, #6) 


confirme encore cette analogie, la déterminante fonctionnelle 
jouant dans celte circonstance comme dans tant d’autres le rôle 
d'une dérivée. Enfin, nous remarquerons qu'en joignant à équation 
Q(x,y)— 0 une combinaison linéaire des proposées où le carré 
de l’une des inconnues ait été éliminé, le système ainsi obtenu 
conduira à une équation finale en x ou en y, du troisième dégré 
seulement; c’est ce qu’on vériliera très facilement par l’application 
de la règle de M. Minding, où même directement par lPélimina- 


Uon., 


VIII. Nous allons maintenant revenir au cas de deux équations 
F(x,y)=0, D(x,y)=—= o du degré m, pour présenter de la ma- 
nière la plus générale des calculs entièrement semblables aux 
précédents, et qu'il sera bien facile de saisir. Désignant par les 
mêmes lettres affectées d'indices simples ou doubles, les quantités 
analogues, nous considérons en premier lieu entre deux groupes 
de quantités, Ÿ et Z, un système de m? équations linéaires, 


déduites de la suivante : 


mm? 


& ) (2 r 
( 9° ) » to YT Cuw = Lp,9 
[0] 
1 


en attribuant successivement aux exposants p et g toutes les valeurs 
0,1,2,...,n— 1. Ces équations seront, comme on voit, les ana- 
logues des équations (0); nous établirons aussi un second système 
de m°? équations entre les mêmes quantités (€ et un nouveau groupe 


d’inconnues 3, qu'on déduira de la suivante : 


m — 1 
… ; x 
! ; «A 
( LO ) Cu + Too Ÿ ; Lo Yo Si,19 


4, 
(l 


en attribuant à l’indice w les valeurs 1,2,..., m?, et ces équations 


correspondront aux équations (10). Cela posé, l’élimination des 


ft) 
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A 


quantités © donnera m° équations entre les inconnues = et Z dont 
voici le type : 


ou bien encore 


m mi —1 


S D ets. 7 
c) “x; j J 
1 Ù 


et, en intervertissant l’ordre des deux sommations, 


mi — 1 mr 
\ = 4" \ +I<I, 9-1) __ Z 
Si) / me) Ye E 7 
ni; ; ss |.) 


Mais nous avons dejà introduit la notation S, ; pour désigner la 


somme symétrique V za 75, de sorte que nous écrirons plus sim- 
= Æ y à 


plement 
me — 1 
(3) 2, Sr g—1—j — ZLp,g- 
D” 


Nous fixerons l’ordre dans lequel toutes les équauons du sys- 
tème se déduiront de celle-là en attribuant d'abord à g la valeur 
zéro, et à p la série des valeurs 0,1,2,..., mm —1, puis à g la 
valeur 1, et à p la mème série que précédemment, et ainsi de suite. 
Cela étant, la fonction À se déduira du déterminant relatif au sys- 
tème ainsi formé après que des termes en diagonale on aura retran- 
ché une même quantité À, de sorte que À sera un polynome entier 
du degré m>° : 


s s 


A = Ao+ À Au ÀTA?—+,. + (— re À, 


et ce qu'il nous faut calculer présentement ce sont les deux pre- 


: : " A 

miers coefficients À, et AÀ,, ou plutôt le rapport ra 
__ 

Et d’abord A, sera le produit des déterminants des systèmes 
(9!) et (10'), et en désignant par @® le premier on trouvera de suite 
l'équation 

A = Tir: T2 Ye an .Tm:Y m? (@. 
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Le déterminant ® appartiendrait également au système déduit 
de l'équation suivante : 


mn —1 
Lu # , e 
CA SN x! J Gr 
= 0) ._ To Ÿw Zi,js 
A, 


puisqu'il ne diffère du système (9°) que par l’échange des colonnes 
horizontales et verticales, mais nous verrons ainsi plus facilement 
une propriété essentielle de ce déterminant, celle de ne pas changer 
de valeur lorsqu'on metrespectivement x, — £ et y — " à la place 
de xs et Yu, c'est-à-dire lorsqu'on considère, au lieu des équa- 
tions 
Er 7) = 0, P(7, 7). =10; 

les suivantes : 


F(t+E,y+n)=o, P(r+Ë, Y+n)=0. 


Qu'on fasse en effet pour un instant 


1 — 1 
\ l > 
Er) 2%, TEE 


(EI 
0 


le changement en question reviendra à mettre à la place de 3i,j une 
fonction linéaire des quantités 3, donnée par le coefficient de x'y 
dans le développement de l'expression 


H(—é+xz, —n+7) 


suivant les puissances de x et )', de sorte que si l’on fait 


m —- 1 


Qu ARE 
H(— Ë + x — N —-- )—Y di Viz! 
s l 3.4 = {i, 14 1,79 
) 


ce sera précisément la quanuté 3; ; qu'il faudra substituer à 3;,;. 
Mais si l’on met dans l'équation précédente x ever y +uà la 
place de x et y, le premier membre redevenant H(x, y), on voit 
que les quantités 3 s’exprimeront inversement par les quantités £’, 
sans introduire aucun dénominateur; donc le déterminant relatif 
à la substitution des 3’ aux z ne peut être que l’unité. 

Cette remarque nous permet immédiatement de passer de l’équa- 


uon 
Ao0= T1Y1T2Yo ... TmVn3 D? 


CU, D. | 
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à la suivante : 
A1(Ë, n)=(z1—Ë) (Y1—n)(Ze—EË)(Y2—n)...(æm—EË) (Fm —1n)®? 
sur laquelle nous nous fonderons plus tard. 
La détermination du rapport + dépend, comme nous l'avons vu, 


de la résolution des équations (8’) par rapport aux inconnues 3%, 
de sorte que si l’on représente les valeurs de ces quantités par la 
formule générale 


mm —1 
SN De ; A5 4 Lp,qs 
" P;4 


on aura 


Pour effectuer sous la forme convenable la résolution des équa- 
uons (8), introduisons les quantités r, en posant 


Vo dm A(Tw; Yo) ” 
il viendra, par la substitution dans les équations (9), 


m—1 mm? 


D+T +7 
(12!) N n: NN x Ye : 7 
11,7 k : bon 
Ai j vu. A(tCw; J'w) 
0 


et dans ce nouveau système on devra, d’après le théorème déjà 
cité de M. Jacobi, annuler toutes les sommes 


° 


D Ptit) 
Two Vo 


RESF ET 
io A(Tw: Yo) 
dans lesquelles on aura 
pP+g+i+y=ou <2m—S$. 


Ainsi, en particulier dans la première équation où l’on doit sup- 
poser 
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toutes les inconnues disparaîtront, sauf la dernière £»_1,m_1 mul- 


mm? 


® LA 4 ’ sf 4 4 D YOU 
uplhiée par la somme non évanouissante en général, Ÿ ——— 
sd () A(Tow) J'w) 
1 


Mais ce qu'il importe surtout de remarquer, c’est que les coeffi- 
cients qui ne disparaissent pas sont des fonctions rationnelles des 
coefficients des équations proposées, fonctions que M. Jacob1 a 
appris à calculer dans son admirable Mémoire intitulé T'heoremata 
nova algebraica circa systema duarum œæquationum inter duas 
variabiles propositarum (!). Quant au déterminant de ce sys- 
tème 1l est le produit des déterminants relatifs aux systèmes (9/) 
et (11); si donc on le désigne par à, on arrivera à la relation 


D? — ÔA(x:, J1) A(T; J2). ..A(Tmt, Ym), 


équation remarquable et analogue à celle que nous avons précé- 
demment trouvée pour les équations à uneinconnue. Nous ne pou- 
vons nous occuper ici d’une détermination plus complète de à dont 
nous avons fait le calcul ci-dessus dans le cas de m— 2; nous 
observerons seulement qu’en passant des équations proposées à 
leurs transformées en x —Ë, y —", à ne change pas. Cette pro- 
priété vient déjà d’être établie pour le déterminant ®, et 1l est 
très facile de voir qu’elle a lieu également pour toutes les quanti- 
tés A(Tw;, Yw), En se rapportant à l'expression de A(x,y) où ne 
figurent que les dérivées partelles des fonctions F(x,7), P(x, y). 
Cela posé, résolvons, par rapport aux inconnues n, les équations 
(12') et soit 


O2 


les quantités uw étant des fonctions entières des coefficients des 


équations proposées. Si nous posons 
mn — 1 


nr | . 7. : 
Oh,4(x, 7) = RCA APT 
1,J 
0 


(1) JaAcoBt, Gesammelte Werke, t. III, p. 285-294. 
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on trouvera, par la substitution dans les équations (11/), 


4 fa) da ( Low) Vw) Lp,q 
HR E pee ; 
pq AT, Jw) 
0 


Or, des équations (9°) et (10°) nous tirons la relation 


9 


mm? m1 — 1] 


I y 2 ex: 


rè Los: 
sd |, Lo Vo dd; | , £ 
1 0 





qui existera identiquement par rapport aux quantités Z, lesquelles 
entrent seules dans le premier membre. Quant au second membre, 
si l’on y remplace 3; ; par la formule posée plus haut, savoir 


mm — 1 


is 2 À 4 Lp,qs 
amd D, 4 


il ne dépendra plus de même que des quantités Z, et, en égalant 
les carrés de Z, , dans les deux membres, on trouvera 
m° 
O2 


AP: TN Q5,9 (rw . Vw) 
PTT ZA, a A2 k 
w To Ÿw 0? (Tws Yo) 
1 


d’où l’on conclut enfin 


m — 1 
Q2 
m—1 m° De. q 95, q (Two Yo) 
? 
ni = — Ab LÉ TR 
A0 P;,q 4 ù Lo Yu 0 A (To) Yo) 
0 


IX. De l'analyse précédente résulte un théorème analogue à 
celui que nous avons donné précédemment pour deux équations 
du second degré, et qui consiste en ce que le polyÿnome 


1 — 1 
QE A) =Y Q,, a(æ; Fairy 
mn 
vérifie l'équation 
O1, ÿ1) 0 A(æ1, Y1), 


et s’annule quand on y remplace x et y par toutes les solutions 


24 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


simultanées différentes de la solution 
HELP EUTE 


Comme cela est très facile à vérifier, nous ne nous y arrêterous 
pas, et nous arrivons de suite à la démonstration de notre théo- 
rème. Précédemment nous avons obtenu l’équation 





Ao(Ë, n) = (æi—E)(yi—n)(t2—Ë)(y2— 1) (Tnt E)(Ym—n)®?, 


: ÂÀ ’ : 
et de la valeur trouvée pour E résulte aussi 
110 


mn " 
» P 
AC, n) => (Los ose) 


Ao(E,n) Do E)CYo— 1) CAO 


le numérateur $ (x € n)désienant ce que devient l'expression 
w 9 Vws Ss 1 S 


Vo? lorsqu’ bstit cé ti ‘oposées|] 
2 3%, (Lo) Jo) lorsqu on substitue aux équations proposées leurs 


transformées en æ +6 et y + n. Or, il est évident que la fonction 
$ correspondante à deux solutions simultanées réelles ne changera 
jamais de signe pour aucune valeur des quantités & et n. Ces préli- 
minaires posés, nous allons, en premier lieu, rechercher comment 
se modifie le nombre des variations du polynome 


A(E, n) Se Aole: n)+ÀAI(E, n)+...+(—i)r ré 


lorsqu'on y fait croître n d’une manière continue de n, à 1, la 
quantité £ restant constante et égale à une valeur déterminée 4,. Et, 
d’abord, les coefficients de deux puissances consécutives de À ne 
pourront jamais s’évanouir en même temps, et si un coefficient 
s’annule, le précédent et le suivant seront de signes contraires. 
C’est, comme nous l’avons déjà dit, une conséquence du théorème 
de Descartes et de ce que l’équation A(Ë,n)— 0 a toujours toutes 
ses racines réelles. 

Ainsi des changements dans le nombre des variations ne pour- 
ront survenir qu'autant que ce sera le dernier terme qui viendra à 
s’annuler, Mais, d’après l'expression de ce dernier terme, les valeurs 
de n qui peuvent l’annuler sont uniquement les racines y du sys- 
tème des équations proposées, qui sont comprises entre les limites 


fo ELA. 
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Cela étant, considérons le rapport 


Dale 1) = F(tw Vw) Ë, n) 
AGE n) (Two — E)( Yo — 1n)0 A (To: Jo) 


=. D SES ART CG 1) 
(Two —E)(n — Yw))2A! (Te, Yw) 


pour une valeur de n voisine d’une racine y,,; son signe dépendra 
Are: £,n) 

(Two — E)(n — Yo) 0 A2 (To, Yo) 

nous avons établi relativement au numérateur, du seul facteur 

RL ee 

(Tw — EE) (n — Yu) 

Si Lo — € est positif, ce rapport sera négatif pour une valeur den 


du seul terme » ou, d’après ce que 


+ Or, deux cas sont à distinguer; en premier lieu, 


un peu inférieure à yw, et positif pour une valeur un peu supé- 
rieure; donc alors une variation se change en permanence dans le 
polynome A(Ë,n), lorsque n atteint et dépasse la racine y. Mais 
si nous supposons en second lieu +4, — £, négatif, c’est évidemment 
le contraire qui arrive : c’est une variation qui s'introduit dans 
A(Ë,n) lorsque n franchit la valeur 7. Il est facile de conclure 
de là la signification de la différence v:,,, — v:,., c’est-à-dire des 
séries du nombre des variations du polynome A(£,,n,), sur le 
nombre des variations de A(6£, n1). Considérons æ, comme 
l’abscisse et y, comme l’ordonnée d’un point rapporté à deux 
axes rectangulaires dans un certain plan, de sorte qu'à chaque 
solution du système de nos équations corresponde un point déter- 
miné. Cela étant, si nous menons deux parallèles à laxe des 
abscisses par les points dont les coordonnées seraient 


LC de PUY 8 
DFE Ds Li 607 


JF =, ET 1% 


les points auxquels correspondent des solutions et qui seront com- 
pris dans l’intérieur des deux parallèles se partageront en deux 
groupes &, selon que leurs abscisses seront plus grandes ou plus 
petites que £,. On voit que ceux du premier groupe seront à droite 
de l’ordonnée verticale menée par le point (4,,n0), et les autres à 
gauche. Donc, lorsque la quantité n varie d’une manière continue 
de 9 à n1, le polynome A(Ë,n) perd autant de variations qu'il 
existe de points dans le premier groupe, et en gagne autant qu'il 
en existe dans le second. Soient donc respectivement X et X' le 
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nombre de ces points, on aura la relation 
ES — VER — IG — JC", 


Cela posé, si la quantité £, devient £,, X s’accroîtra du nombre 
des points renfermés dans l’intérieur du rectangle, ayant pour 
coordonnées de ses sommets 


> > Lu 


T — £o; æ—t%s;, T — 51; rt 


V —= po. 


D 
“ 
à 

D 

S 

Lu | 
Le 

L 4 


— 10; FY = 11 


et X' sera diminué du même nombre. En le désignant par », nous 
aurons donc 


,# 
PE,, Tjo 





— sn = -n)—-(N'—-n)=I—N' +27. 


Or, cette relation jointe à la précédente conduit immédiatement 
à notre théorème qui consiste dans l'équation 
Peine t Er Ns — ET VEsie 


1}, # 
2 


X. On a pu remarquer dans les calculs précédents que les deux 
inconnues x et y étaient traitées de la même manière; c'est cette 
symétrie qui nous a engagés à nous occuper ainsi avec détail de deux 
équations générales du degré m. Mais on va voir que les mêmes 
principes conduisent à une analyse plus simple lorsqu'on considère 
deux équations de la forme 


E(æY—06, 
P(T) = y, 


F(x) étant un polynome entier etD(zx) une fonction rationnelle 
quelconque de x. On obtient d’ailleurs des formules d’une appli- 
cation numérique très facile, et qui n’offrent aucune exception. 
Nous admettrons seulement qu'on ait enlevé, dans le poly- 
nome F(zx), les facteurs qui lui seraient communs avec le dénomi- 
nateur de D(x), de sorte que toutes les racines y soient des quantités 
finies. Cela étant, nommons z,, x, ..., x» les racines de l’équa- 
uon F(x)—=0; y, Ya, ..., Ym; les valeurs correspondantes de y, 


et T la somme symétrique y, 4, + y24, +... +Ymæ,; notre 
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fonction A(£,n), sera ce que devient le déterminant 


Fi À T: T3 er À te 
à + T: — À LE » à are 
À. = T; a Ts— À ... Th+2 


RIM TRe N  MUODRIN D l'e à «c'e 


Le ils jure DCE. Los rap A 


lorsqu'on substitue x + £ ety + n, à la place de et y, dans les 
équations proposées, et le nombre des solutions simultanées com- 
prises dans l’intérieur d’un rectangle sera encore donné par la 
même formule que ci-dessus : 


SELS CR OR OPEN. ne A $ 
Pas  PéosNo  PEreNin  PEo mn, 


2 


XI. La démonstration repose toujours sur le calcul du terme 
indépendant et du coefficient de la première puissance de À dans 
la foncuion A; nous le présenterons de la manière suivante. 

Formons en premier lieu, entre les quantités et Z, les m équa- 


Uuons : 
( + Go+.. + Em = Zi, 
| Lili + Lola +... + Tim Cm = Lo, 
(23 { LIU RU +... + 22, tn Ls, 
| M de. a. 
LS Gars ll +. : 1 ee Cm = L; 


semblables aux équations (2) du paragraphe Il, puis, entre les 


quantités € et Z, les suivantes analogues aux équations (3), 


savoir : 


Cr = Yÿ1 (æi 31+ Ti 2 mL as À 5): 
Uo = Vo (To 7 Ÿ Mo mm 22 LSVER de +2} 3m) 

! 
(3") ! Cs = Ÿÿ3 (T3 31 + TÈ Z9 +. + T$ 2m ; 


ms Sd ete IL — . 
Em= Ym(Tmzi+ Tn32+... ÉD AND 


on trouvera d'abord, par l'élimination des quantités &, les rela- 


tions 

+... + Sn 3m — Zi, 
So 31 + S3 Sete Sn 3m = Lo, 

40 { So 21 + S& FLN am Sn+s Sn = Li; 


S mn 31 ou 1 S mit Bates st Som—1 3m —= Zn; 
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la quantité S; désignant la somme y 2 + Ya +... +Yma. 

Donc le déterminant de ce dernier système, c’est-à-dire précisé- 
ment À,, sera le produit des déterminants relatifs aux équations 
(2!) et (1), ce qui donnera la relation 


S: S 9 ne S y 
So S 3 oi Dre 
Ao = S3 S, ... S yn+2 


De Sri .. SR 
I I I E 
Ti Lo Tyn 
— 191 TaV2. . Cm Vm 426 de tr % 
m—1 EE il. 
Ti Ti .… TC 


ou, évidemment, 
Âo = T1V1LT2Y2:. ln im Frs) FC .. F'(æm). 


Donc, désignant par A(Ë£,) ce que devient la fonction À, par 


_ 


rapport aux équations en æ +6 et y +n, et faisant comme c1- 
dessus 


A(E, NL Ao(Ë, n) + À A LUE 1) Hd. + (— 1), 


on aura 


Ao(ë, n)=(21—EË)(yi—n)(te—E) (yen)... 
X (Tim — Ë) (Vm— n) F9 F'(æ2). .. F'{o en 


À 4 SR 
Le calcul du rapport = dépend, comme nous l’avons déjà vu, de 
M!) 


la résolution des équations (1/); soit donc 


Z1 A: Zi, + AT La rase AL 
Z) A Li + A Las, + AZ 
Z3 A Li + A3 Zi... + A3, Z», 


Zn = AP ANZi+...+ ANT 
on aura 
A 


re nl Ca Ut MR 
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Maintenant, pour effectuer cette résolution, nous introduirons 
un système de quantités auxiliaires n par les formules 





; î 2 vZ 
EEE Tin pal Tiny-s 
D RE un 7 a eu po ms m9 
FT: 
+ _ No Toni Dinotes + Te nm 
ne ) j 
(4°) HET 


2 HET 
No + T1 LTnn+e. + LT RIT RET 
N/ P 
F (Zn ) 


—— 
SUN 


En substituant dans les équations (2'), 1l viendra 


L# 
EE te 


T æm—i 
+1 F' ER Te RIDE LR 2 
x? 





A ant 
"0 Ÿ 7 Se T1 = re ... ni 7 T 111 —1 ET es Pre 
AUS | F' i F’ i A F' 23 
" a? PAL æm+i 
no Ÿ F roll T 2e + m1. F’ — 27 


A NE TT it ae CR ile e DUO nl eo one nie le le dre nes ste e ©.) © © o: + + + © © 5.0.0 


æ—1 ænt x?mn—2 
10 Ÿ pol Ÿ Rec nn ù ETUI =} 





Or ces équations se résolvent immédiatement comme on va le 
voir. Soit, en effet, 


Le = gm + da TI + dr +, + An—1T + Ame 


On vérifiera sans peine les valeurs suivantes que nous avons omis 
de donner explicitement dans le paragraphe IT, savoir : 


no = 7: —+ di Li + do Lo +. + Ans Lo + Œ'yn—1 Zi, 
"1 —= Le + Ai Le + dlm-3 +... + His LT, 
RTE + &i Li, 


Qi — Zi. 
Que l’on pose donc 


OT) = gt QT EE QD, + Qm-2T + Gm1; 
QT) = gm—-2 + dir + Ao TNT # + UE des, 
Ona(r) = T2+ 47 + do. 


Op1(T) =? + ai, 
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on trouvera, par la substitution des quantités n dans les équa- 
tions (4'), les valeurs 


Q;(T1)2: We Q,(X1) L2 +. ts OT LAS LE 
"| _------À| 


Gi — FC) 

re Q1(T2) Li + Q:(T2)L2 +. + Qn-1 (rs) 7m 
; FT) 

sd TR Serie des cons so see feet SU E 
a — QT) Li + Qo(Tn) Lo +. + O1 (Tom) Lm—1 + Lm. 


Er) 


Cela posé, les relations (2/) et (3) donnent la suivante : 


LV RAR I : 


= CT + Gi + ———{ñ = 24142 RL 
mi aps En m 





et si l’on met dans le second membre, à la place des quantités 3, 
leurs valeurs en fonction linéaire des quantités Z, on trouvera, en 
comparant les carrés de 7Z,, Z:, ..., les expressions auxquelles 
nous voulions parvenir, savoir 


NE ta 0? (2) RS QP(æm) : 
T1 FA(T:) ToY2F ?(%2) T nm Ÿ m E 2(Tm) 


elles donnent immédiatement 


Ai FANS Fam) OÙ Qf(r)+Qixr)+...+Q7, _.(T)+i1 
A \ 1 2 RDC NICE RE F2(x) ?) 


le signe D se rapportant aux diverses solutions simultanées. On 


en conclut qu’en passant des équations proposées à leurs transfor- 
mées en æ + Ë et y + n, il viendra 


DORA iæ, E) 
Ao(E, 0) Æ(r—E)(y —n)F?(x) 


expression dans laquelle le numérateur désigné par f(x, £) ne 
pourra Jamais ni s’évanouir ni changer de signe quel que soit &, 
lorsque la racine x sera réelle, puisqu'elle représente une somme 
de carrés. Nous pouvons donc appliquer exactement la démonstra- 
uon employée précédemment pour la détermination du nombre 
des solutions simultanées qui sont comprises dans l’intérieur d’un 
rectangle ayant ses côtés parallèles aux axes coordonnés. Seule- 
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ment on voit de suite la possibilité d'obtenir par le calcul des quan- 
tités Si, So, ..., les divers coefficients de la fonction A(Ë,n), qui 
jouent dans cette question le rôle de fonctions auxiliaires du théo- 
rème de M. Sturm. D'ailleurs aucun cas d'exception ne peut iei se 
présenter à moins que l'équation F(x)=o n'ait des racines 
égales. Mais, même alors, nous pouvons conserver la fonction 
A(Ë,n), dont Le premier terme A, (6. n) disparait, car les deux sui- 
vants À, et A», s1l existe par exemple deux racines égales, se 
trouvent prendre la même forme analytique et jouer le même rôle 
que les deux premiers. Nous développerons ce qui se rapporte à ce 
sujet dans un autre Mémoire. 


XII. I suffira d’un peu d'attention pour reconnaître qu’on peut 
étendre à un nombre quelconque d'équations simultanées les prin- 
cipes appliqués précédemment à deux équations à deux inconnues. 
Nons en donnerons un exemple en considérant le système suivant : 


MA"; 
P(x) SE 
LIGA 


où nous supposerons que les fonctions ® et W sont rationnelles et 
ne deviennent infinies pour aucune valeur satisfaisant à la première 
équation F(x)— o. Soient toujours &i,Æ2, ..., x les racines de 
cette équation, V1, 51,23 323 +, Ym) Em les déterminations corres- 
pondantes des inconnues y et 3, et U; la somme symétrique 


Un EP z 0 
V1241% FF V232%T9 +... + Vmimlm) 


nous considérerons encore le déterminant 


Ui— À U: U; Se à (RE 
U: U;— À U, "uA° Uy»h+1 
7, U: U, U; — À Ü +2 ? 
U» U »+1 Ü + x QC Uni ai À 


de même forme analytique que les précédents. Cela posé, si l’on 
substitue x + Ë, y +, 3 + aux inconnues proposées, 1l devien- 
dra fonction de €, , €, et nous le représenterons par 


AE, n, €) = Ao(Ë, n, É) HA AE n, É) +... .+(—nrim, 
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Or, on trouvera les expressions suivantes, savoir : 


Ao(Ë, mn D)=(ti—E)(y1—n)(z1—C)(ro—E) (7e — 1)(z2—6).. 


ON OS ALICE 28 AO ca 5 Re 


: ANNEE oia 
le signe 2 s'étendant aux diverses solutions et le numérateur 


ÿ(æ, £o) étant la fonction déjà considérée dans les cas des équations 
à une seule et à deux inconnues. Cela posé, soit, pour un système 
donné de valeurs de £,n, &, (£,n, ©) le nombre des variations du 
polynome A(£,n,€), nous allons en premier lieu donner la signi- 
fication de la différence v(6,n, Go) — #(6,n, G) où nous supposons 
€, > Co. Considérons en effet x, y, 3 comme les coordonnées rec- 
tangulaires d’un point situé dans l’espace, de sorte qu'à chaque 
solution des trois équations proposées corresponde un point déter- 
miné. 

Les deux plans 3 = Ÿ, et 3 — €, comprendront dans leur inter- 
valle un certain nombre des points figurant ainsi des solutions; 
nous les partagerons en quatre groupes de la manière suivante. 
Menant dans le plan des xy des parallèles aux axes des x et des y 
par le point dont les coordonnées sont x —£6, y =", on voit que 
ces droites détermineront quatre régions, que nous désignerons 
par À, B, GC, D, et les points dont nous formerons un même 
groupe seront ceux qui le projettent dans une même région, ou, Si 
l’on veut, dans l’intérieur d’un même angle. Soient À et C d’une 
part, Bet D de l’autre, les angles opposés par le sommet; dans les 
deux premiers, les expressions (æ — £) (y —:n) seront de même 
signe et, pour fixer les idées, seront positives ; tandis qu’elles seront 
négatives dans B et D. D’après cela, on voit de suite qu'en nom- 
mant respectivement &, b, c, d, les nombres de points qui appar- 
tiennent aux régions À, B, C, D, la différence 

CE, nm: Co) — PE, ms C1) 
aura pour valeur 


d+ic—b— dd. 


Considérons en second lieu deux valeurs de n, 9, et n,, en 
laissant constante la quantité &. Les deux droites y = 19, Y = 


a 
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comprendront dans leur intervalle un certain nombre des projec- 
ons des points racines; nous les séparerons encore en deux 
groupes, suivant qu'elles se trouveront à droite ou à gauche de la 
parallèle à l'axe des y, x —<, et nous désignerons par X le nombre 
des projections contenues dans le premier groupe et par X' le 
nombre des projections contenues dans le second. 

Cela posé, il est clair qu'en passant de n, à n,. « et d devien- 
dront respectivement & + X/ et d— X'; b et c en même temps se 
changeront en b + X et ce — X. Nous aurons donc, d'une part, 


P(E, No» Co) — PE, no i)=a+c— db — d, 
et de l’autre 
PE; n1 Lo) — PE, nn )=a+c—b—d+a(N'— M), 
et. par suile, 


I). 





o(E, No: Co) + p(E, LITE Ca) — p(£, No C1) — PE, M, Qo)= 2( JG 


Il ne nous reste plus maintenant qu'à faire varier la quantité £; 


> - | N . 
or, en passant de £, à &,, 2’ s’augmentera du nombre des projec- 
, so l Le 4 


ons renfermées dans le rectangle ayant pour sommets 


>» > RAR : 
mt, T = Lo; T = Li, TV = 1: 
YF = No: F =? FY = No: F = it: 


et X. diminuera du même nombre. Désignons par » ce nombre, il 

représentera évidemment combien se trouvent de points figurant 

des couples de solution dans l’intérieur du parallélépipède ayant 

pour projection verticale le rectangle dont nous venons de parler 
Ps 


et Lerminé par les plans 3 = £9, 3 =. Or, nous avons à la fois 
les relations 


ù + pa « LA #1 '  d OP ? 
P(Eo, No» Lo) + P(Ëo, nt: 1) — 6 (£o, Nos C1) — Po N1, So) = 2(90 — IV), 


> - ‘ La € ? = 
CCE, Nos Lo) + PE, Nu La) — P(St Nos 1) — € (CTALTE Lo) = 2(96 — IQ )— 4n. 


d’où l’on conclut 


M * 12 LA \ (N 
P(Eo, no, Lo) + P(Ec, as La) + P (En Nos &1) + P (En Ni, pe | 
A LL P(Eo, Nos Lu) — PË0, Nr, Lo) — PE Nos Lo) — PE, Ki). 
| 
On aura un énoncé plus simple si l'on convient de désigner par 


H, — II]. 3 
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(M) le nombre des variations du polynome A(£, r, €), M étant le 
point de l’espace dont les coordonnées rectangulaires sont 6, n, €. 
Nommant alors pqrs la base inférieure et p'g'r's' la base supé- 
rieure du parallélépipède, de sorte que Îles points p et y”, q 
et g', ..., appartiennent respectivement aux mêmes ordonnées 
verticales et que les droites pq, ps soient parallèles aux parues 
positives des x et des y, on aura la valeur suivante : 


n = à Cp) — Cp) — (a+ 107) — CNT) = (NE 
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Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XI, 1872, p. 145-148. 
Annales de l’École Normale supérieure, 1" série, t. 1, 1872, p. 215-218. 


Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, 1853, p. 68 et suiv. 


Soient F(x) et F,(æ) deux polynomes entiers; en posant, pour 
mettre en évidence l’ordre de multiplicité des divers facteurs, 


F(æ)=(æ—a)Hli(x—b)B,,.(x—1)xH, 
en admettant pour simplifier que le degré du numérateur soit 


moindre que le degré de F(x), la décompositon en fractions 
simples donne la formule générale 





FT) _ A en A; ve AS 
F(æ)  -x—a (æ — a)? A (De ES 

B Bec 

+ _ Lens p 


L CB L, 2e L, 
æ—l (æx—l} "Han Ne 





(!) Nous publions ici un extrait du Cours d'Analyse de l’École Polytechnique 
Paris, Gauthiers-Villars, 18-3) relatif à l’intégration des fonctions rationnelles; 
antérieurement, la question avait été traitée d’une manière plus sommaire par 
Hermite dans deux Notes des Nouvelles Annales et des Annales de l’École 
Normale que nous ne reproduisons pas. Hp 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


== 


36 


ou, pour abréger l’écriture (!), 


FN SN | CS 
DSP 


F(x) ml — 4 dir —«) 








On en déduit immédiatement cette expression de lintégrale de 


toute fonction rationnelle 








Eh —- Aoe Ne LV 
F dx EN À log gra) 2 00 2 


où l’on voit figurer une partie transcendante et une partie algé- 
brique qui donnent lieu aux remarques suivantes. 

I. Nous observerons d’abord qu'en supposant réels les poly- 
nomes F(x) et F,(x), les racines du dénominateur peuvent être 
imaginaires, de sorte qu'il est nécessaire de mettre le résultat 
obtenu sous une forme explicitement réelle. Or, on sait que les 
racines imaginaires seront conjuguées deux à deux; de plus, 
qu'elles seront de même ordre de multiplicité, et qu’en les dési- 
gnant par & et b les numérateurs des fractions simples correspon- 


dantes 
À; B; 


fr — a)r1 MORE PES 


seront respectivement exprimés de la même manière en fonction 
rationnelle de «a et b. Ce seront donc aussi des quantités Imagi- 
naires conjuguées, et les termes qui en résultent dans la parte 


algébrique de l'intégrale, à savoir 
I À; B; 


[ 
LT = A) 0 Tr (oh 


donnent, par les réductions ordinaires, une somme réelle. Mais, 
dans la partie transcendante, il sera nécessaire, pour effectuer cette 
réduction, d'employer l'expression des logarithmes des quantités 
imaginaires 


— a 


log(x— 0 — 64) = = log[(x — 27 + 62] + Vÿ— 1 arc tang © C ’ 








(!) On supposera que 7 soit le plus grand des nombres à, $, ..., À, et qu’on 
attribue des valeurs nulles à ceux des numérateurs AÀ,, B,, ..., L, dont les indices 


n? 


surpasseraient respectivement æ, f, ..., À. 
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et, en faisant 


a=a+6y—:1, AP OV—T, 


P 
Ra SVT, B—=P—Q/—: 
on trouvera facilement 


A log(xæ —a)+Blog(x —b) 


0er RE 62]. 20 arc tan g —— - 
P 





Ce résultat peut également s’obtenir par l’intégration directe de 
la somme des fractions imaginaires conjuguées 


Te OV, | 2P(7—«) 20 
Un 2 CV 1 (æ—a)?+ p? 


Ecrivant, en effet, 


2P(æ—4)—2Q8 2(X — DE — 
1h (æ— 4) + £? CEST (PAM Cf 32? 


on a d’abord 


CERN NICE 
er ele -<*<f) 


faisant ensuite x — à — $ 3, il viendra 


RICE NRREES rt dz LATE , 
ce — H; — 2rclangs, 


et, par suite, 








6 dx T—0 
— arc tang 


(æ — a)? + fi? se 


de sorte que nous aurons, COMME précédemment, 


À 





2P(æ—1)—2Q8 x 
— —— dx = Plogf{x— 4) + $2]—20Q arc tang 
if (x — a)? + 2 PE [{ 2 ] Q [e) 


II. La formule 


Food - I A» 
Î re r=Y Alog(z—a)-Ÿ TE — ES Pur (æ— a)" 


montre que le second membre sera simplement algébrique, lorsque 
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les constantes A, B, ..., L seront toutes nulles. Ces conditions, 
qui sont suffisantes, sont évidemment nécessaires ; car, si l’on égale 
pour un instant à une fraction rationnelle la quantité 


d'A log(x— a) = IDE 


et qu'on prenne la dérivée de cette fonction rationnelle après 
l I P 





lavoir décomposée en fractions simples, on fera ainsi disparaître 
toutes les fractions partielles dont les dénominateurs sont du pre- 





; 1 - : A 
mier degré. On ne pourra donc reproduire l’expression Ÿ ‘ 
| dm T— 


la décomposition en fractions simples n'étant possible que d’une 
seule manière. 


Remarquons aussi que la partie algébrique de l'intégrale est de la 


(2) 
FO EE 
(x—a}t(x — b)...(æ— 1} 


qu'on peut facilement obtenir, comme on va le voir, à l’aide des 


, f(x) étant un polynome entier 


développements en série suivant les puissances décroissantes de la 
variable, de l'intégrale et de la partie transcendante. On forme le 
premier en supposant qu'on ait, par la division algébrique, 


tr) (0) o)} 2 


Htez) T æ? à 





de là, nous tuirons, en effet, en intégrant les deux membres, 





File) jp — tn) lee dé ere 
À Ft) “ me 0 x? 


Quant au second, 1l suffit d'employer la série élémentaire 

















I 1 (LR OR TE 
ns moe a me ue DR M 2 
T—4« 7 2 me 
pour en conclure 
A ZA ZAQ« ZAC 
—= En nn : Se CRT 
T— a De x? xè 


puis, en intégrant, 


SA log(r — a) = EAlogx — > — = — ... 
TL + 
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Nous obtenons ainsi la relation 
f(x) 
(æ— at (x—b)8...(æ—1)à 
wWi—ZAQ« Wa — A a? 
= (ZA —w)logx + “SX PE ail) GI demie". SEE 
A 2%? 

où le terme logarithmique, dans le second membre, doit nécessai- 
rement disparaître, un tel terme ne pouvant provenir du dévelop- 
pement d’une fonction rationnelle suivant les puissances descen- 
dantes de la variable. Nous avons donc la condition 


PME CE 


dont 1l est souvent fait usage, surtout dans le cas où le degré 
de F,(x) étant inférieur de deux unités à celui de F(x), on 
00"). 


Soil maintenant, pour abréger, 


It 


le polynome f(x), que nous nous proposons de déterminer, sera 
donné par cette expression 


f(x) =(r— a} (æ—0).. (a — IE 1e 


où il est nécessaire que les termes en nombre infini contenant x 
en dénominateur se détruisent, de sorte qu'il suffira d’en extraire 
la partie entière. Soit, à cet effet, 


Ma) (Tr — b)6. ; (æ—l}= ŒUEE pin ME l+ De CUITE De; 
on trouve sur-le-champ 


(x) = Ta(æ—-1iL pri L,, + Dyn-1) 
+ To(æ-2+ pixm-s +, : «+ Pn-2) ++ Tm—i(e + Pi) + Nm) 


et nous voyons qu'on pourra s'arrêter dans les développements de 


Her) 

F(æx) 
pondant aux diverses racines du dénominateur, la somme YA a reçu de Cauchy 
la dénomination de résidu intégral de cette fonction. 





(!) Les quantités A, B, ..., L étant les résidus de la fonction corres- 
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 S : I : 
l'intégrale et de la partie transcendante aux termes en te Mais 


nous allons reprendre, par une méthode plus approfondie, cette 
recherche importante de la partie algébrique de lintégrale 


Fr) 
{fs Fix) dx. 


Nous nous proposons, en effet, de la déterminer de manière à 





obtenir la somme effectuée des fractions simples données par la 
formule générale, de sorte que la connaissance des racines de 
l'équation F(x)—o ne sera plus nécessaire que pour former la 


partie transcendante VA log(xr — a). 
Aœsd É : 


IT. Dans ce but, on commencera par mettre le dénominateur 
au moyen de la théorie des racines égales, sous la forme 


F(x) — Na+i Pp+1 Qg+1 2 JS 
NA ..., S étant des polynomes tels que l’équation 
DER ; ) POIY q I 
NPO 550 


n'ait que des racines simples. Nous remplaçons ensuite la décom- 
position en fractions simples par celle-ci : 





Fix) 90 ® 2 S 
F(x) 7 Na+i w Pr+1 deg Qg+1 FES SsE1 
où 3%, P, 2,..., S sont des fonctions entières qu’on obtient par 


la méthode suivante. 

Je me fonderai sur le procédé algébrique que je vais rappeler, 
et par lequel, étant donnés deux polynomes premiers entre eux U 
et V, on peut en déterminer deux autres À et B, tels qu’on ait 


AVC BU = 
et, par conséquent, 
A ee Et 
DORA TIVA 


Effectuons sur U et V la recherche du plus grand commun divi- 
seur de manière à obtenir ces relations, où Q, Q,, Q:, ... sont les 
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quouents, et R, R,, R:, ... les restes successifs, savoir 
LES TR 
V = RQ: + R;, 
R = R,Qo+ Ra. 


. 


Les valeurs qu'on en üre, savoir 


PE NO 
Huss Vi QQ:) — UQ;, 


montrent qu'un reste de rane quelconque s'exprime an moven des 
montrent q è Le d g q Il | s | x d 
polynomes UVEL IV. par une combinaison de la forme 


AV + BU, 


où À et B sont des fonctions enuüères. Or, le dernier de ces restes 
est, dans l'hypothèse admise, une simple constante, ce qui 
démontre et donne le moyen de former la relation annoncée. 
Cela posé, soit 
U — Nr+1, V = PrH109+1,.,.Ss+1: 


nous pouvons écrire 


[ SORA nr. B 
Ve F(æx) Nan 7 BPLOSET. , _SsEt? 





puis, en multipliant par F,(x), et faisant 3 — AF,(x), 
Bt) Ut BFi(x) 


F(x) 23 Nue+i CA Pr+1Q09+1, L _Ss+1 


Maintenant il est clair qu'en opérant sur la fracuon 


Pr2+1 Or ssl ; 


comme sur la proposée, on la décomposera pareillement GHAUT 
@ 
PP2+1 


fermera que les facteurs de F(x) autres que N#+1 et PPrF1. Con- 


terme et une nouvelle fraction dont le dénominateur ne ren- 


tüinuant donc les mêmes opérations jusqu’à l'épuisement complet 
de ces facteurs, on réalisera ainsi la décomposition que nous vou- 
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; : F,(x 

lions obtenir de Faite) sous la forme 
Fr) 
F,(æx) JG Pz (à ne o 
F(xz) ds Na+1 Pr+1 re SS+1 


On en ture 


Fi(æ) y se YG / @ 
Fer Nn Pris) Fi sd 


les intégrations portant, comme on voit, sur des expressions toutes 
semblables, qu’on traite de la manière suivante. 


IV. J’observe que N, n’ayant pas de facteurs multiples, est pre- 
mier avec la dérivée N'; de sorte qu’on pourra déterminer deux 
polynomes À et B remplissant la condition 


BN — N’A — 
Cela étant, nous formerons deux séries de fonctions entières 
Vo, Va, ON Ce NEE 
61. JV: 7 Ut, 


par ces relations, où K, K,, ..., K,_, sont des polynomes entière- 
ment arbitraires, savoir 

nVo= AÏ  — NK 

(n—1)Vi= AI — NK.. 





puis, en second lieu, 


D BJ NIK EN 
AB ICI ONR EN 
Jr = BIT ,-1 — NE Ha 


Je vais maintenant prouver qu'en faisant 


= YG y ; 
V — Vo+ NV,+ NVo+...+ Ne—-1V,_:, 
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on a identiquement 


d’où 





V : Are ET "Ù 
de sorte que vx Sst la partie algébrique de l'intégrale, et J N dx 


la partie transcendante. 
Eliminons, à cet effet, À et B entre les trois égalités 


(n—i)V;= AM; — NK;, 
De DOC: INR: V:, 
1 = BN — N’A, 
ce qui donne 
| NO CEE Cr 2) N IV; — NV. 


Nous mettrons cette relation sous la forme suivante : 


NC ; Jbi+1 A d V; 
Na-i+1 2 Nu—i dx Na+i ? 


et, Supposant ensuite {— 0, 1, 2,..., A —1, nous en conclurons, 
en ajoutant membre à membre, 





6 6» _— d Vo V, Ve 
Ne ON gx ANe OO Net À 


ce qui fait bien voir qu'on satisfait à la condition proposée 


EU 7 ià 
Na+i N en? dx re] 


par les expressions 
Etes On) 


M Vo NVact N2 Va... Ne1V, à, 


comme il s'agissait de le démontrer. 

J'ai dit que les polynomes K, K,, ..., Kh_, étaient arbitraires; on 
pourra donc en disposer de manière que les degrés de V,, V,, .…, 
V,_, soient moindres que le degré de N; on pourra aussi les sup- 
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poser tous nuls, ce qui donne, par exemple, 


n Vo — JG A, 
n(n—1)V;= IA(nRnB — A’) — JT'A2, 


2e; 28/0). + n'es» see) el Ù ne ets aietle + à 0e 27/5 nt he sen as 


Ces deux suppositions se concilient dans le cas de lintégrale 


1h dx 
D'ART ENT TE 


que je choisis comme application de la méthode. Nous aurons 


alors 
Nr Tr, Nr 
x 
A, B —= — 1], 
:) 
puis successivement 
x 
n Vo=— —)») 
2 
ON —VT 
(n—1)Vi= + —— —-; 
NT: 
(on—1)(2n—3) x 
Hey On VOS 
2 C2 TT 2 


(an —1ï)(an—3)(2n —5) x 
CBI N à 27 SO CRU 
2n(2n—92)(27—"A) 2 


" (2n—1(271—5 
LE ER en EL 2) 
ACT À 


Ho (OR) CARRE 
2n(27n7—2)(27n — 4) 


d’où ces valeurs, qu’on retrouvera bientôt par une autre voie, 


(2n —1)(2n —3)...3.1 


U = 2 — k==s#) RE | 
CEE 2N( 27-01) Ar , 

V= Vo NVi+N2Vo+...+ Ni V, | 
Bari AN —I LX?—1I (an —1)(2n—3) (x?—1}? 
Mr eur 2H nN—I 2n(2n —2) n —2 mer | 

(2n—1)(2n—3)...3, 
fre CLR TER RLESTSSS P 4 
2n(2n —2)...4 | 
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dr 


De l'intégrale | de ESP ENTEER 


St 


1. Des notons importantes d'Analyse se rattachent à cette 


expression, qui va nous servir d'exemple pour l'application des 


méthodes générales d'intégration des fonctions rationnelles. J’ob- 


serve d’abord qu'on aura pour la partie transcendante et la partie 


algébrique ces expressions 
F(x) 


A log(æ—a)+Blog(x +—a), (a a»? 


et que, dans la série 


les coefficients w, w,, ..., w», s’évanouissent. En écrivant, en 


eflet, 





I I > — (+1) 
(æ? — a?)n+1 7 g?n+?2 Lis x? L 


la formule du binome donne 


f I (n +i)a? 
(æ?2— a? )r+1  x?n+2 Fu x?n+k de 
d’où 
f dx I (n +1)a? 
1 Pr — A? rie ire avr = Lee ( 2 TL +- TT 


La première conséquence à tirer de là, c’est qu'ayant 


A+B—o, 


la partie transcendante est simplement 


POENO! 
A log ————, 
°T+a 


et la seconde, c’est que le produit du développement en série de 
l'intégrale par le facteur (x?— a?)*, ne contenant aucune puis- 
sance positive de la variable, le polynome f(x) se réduit à la partie 


D 
JE are 





Æ : a 
entière de l’expression A log (x? — a? )", 
a 
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: 4 ue I s 
Maintenant À est donné par le coefficient de - dans le dévelop- 


pement suivant les puissances croissantes de cette quantité, de la 


I 


————; lorsqu'on y a fait x = a + 3. Or, ayant 
(x a?) 


fraction 


: ; —1n—1 
(æ?— a?)1—1 E ET Ne + 4) Ù 


nous sommes amenés à chercher le coefticient de 3° dans le déve- 
loppement de (2a+ 3) #71. Partant, à cet eflet, de la formule du 


/ 


binoimne 


m(m—1)...(Mm—n +1) 
"© 
SANTE 


(x + 3)—= qi — q—1z +... + Pr SRE 


il suffira de supposer, dans le terme général, 
94, M—=—nN—I, 
pour obtenir la valeur 


k (—1)* (n+ifn+2)...on 


ep n 


| (2a)it+i 2er 


(n+1)(n F2) 


où Je remarquerai que le facteur numérique 
« T2 merr 


est aussi le coefficient du terme moyen dans le développement 
de la puissance 2n du binome. On peut donc lui substituer la 


quantité 2?!9,, en posant 


ce qui donnera 


o a2!t+1 


Cela posé, 1l ne nous reste plus qu’à déterminer la partie ration- 
nelle de l’intégrale, en formant le polynome (x) au moyen des 
termes enters en + du produit 


T+a 
A log — (x? — a?)n. 
T — 4 





Mais le calcul et le résultat sont plus simples en employant, à 
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la place de la série 





celle-ci, 








I! + «a a 2 a 
7108 at | Lane Vs AIO TT 
2 °\r—a æg'— a? 3 (x— a} 
na aÿ 2.4.6 a? 
D a 0 3 Lo ponc qi |, 
3.5 (x?— a?) 3.5.7 (æ2— a*)t 


qu'on démontre facilement en prenant les dérivées des deux 
membres, et employant cette identité 


d | a?n=1 | (an af \a?—2 3 a?! 


da A A a? / FAR DNTE Fe dd) 2 n+I 
TR) (æT a?) (æ?— a?) 


La partie entière qui résulte de la muluplication par (x? — «a? ) 
se présente, en effet, sous la forme 


ca(at— ay sai(ai— a?)nr? 


et il vient, par suite, 


+ 2 
Si (#) == 2Â x | (er 11m — >= a?(x?— a2)n-? 
d 


VA , / ; 
DT SVM = k. 
+ — at x? — a? D | D an? 
325 ( ) ) 3.5...27n —1 É 


ou, en employant le facteur À sous la forme 


(—1)% 1.3.5...(2n —1) 
 oa?n+1 NOT 


A 


et renversant l’ordre des termes, 


7 5 D LT a ban—1i)(22 —53) (rx —at}? , 
na? on (n—1)a*t 2n(2n —2)af n — 2 Ke |: 


c’est précisément le résultat trouvé précédemment, dans le cas 
ANT 


dx : ; 
Li ’ a 2 n 
II. L'intégrale la peut encore s’obtenir au moyen 
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= 


d’un changement de variables en posant 


Le À 





= 


T + a 
Cette substitution donne en effet 


[+ y Lady. 


, dr = 


Fu £ G— y)" 


T — à 





d’où, par conséquent, 


dx ES ay. 
(ax? — (x?— a?ji+i 7 (oa)nri 24 Se n+1 


et l'intégration relative à la nouvelle variable s'effectue aisément 
comme 1l suit. Soit en désignant, pour abréger, les coefficients 


numériques par N;, N>, N:,..., 
(y — 1)? pt Niy?r-1+ N27?222 +. + Niy __ 1: 


nous écrirons, en rapprochant les termes équidistants des extrêmes 
et isolant le terme du milieu y”, 


(y — 1)22 — (y? + 1) + NiC(y?i+ y) .… Ney? 2 + y2) En +N;y", 


de sorte qu'il viendra 


PRES 27 
2 L (+ =) nn S (om2+ —) 





I 
+ (pri ) ++ —) 


el, par suite, 


FER - Ho + CN RE 
n+1 n ! HA EN Pie 














, : LT a 
Cette formule doit coïncider, en y remplaçant y par n? avec 


«4, 


celle que donne la première méthode, et, en effet, la partie loga- 
rithmique est la même, car le coefficient moyen N, de la puis- 
sance (y — 1)?! a précisément pour valeur 


(n+i)(n+o2)...on 
An 


i— 1) 
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Quant à légalité des parties rationnelles, elle conduit, en 
posant 
l 
æ—=ay—1cot-», 
2 
d’où 
— COS D + ÿ—1 sin®, 


à l'identité suivante : 





sin 2 O sin(7 —1)® sin(r7 —2)Y 
L DEN RER LIS Nbr 21 Ur, 
-n n —1 n — 2 
(n+i)(n+2)...2n I 
= (—1)2-1 IE BE at IR cot — © 
TR AEN SRE 
nl M el D'NE ar nl 
POUCES —— SIN — © 
2 3 > no 2. 
2.1...(27—92) I 
= : 6103740 he 
FD 272 1) 2 


mais, Sans m'y arrêler, voici un troisième procédé entièrement 
différent des précédents, et qui servira de transition pour arriver 
aux méthodes propres essentiellement à l'intégration des fonctions 
algébriques. 

Soit u = (x? — a?)", l’exposant 72 étant quelconque, on aura, 
en différentiant deux fois de suite, ; 


ee du = æ( x? — a? JR 
2m dr 
MAT | 
rs = (a?— a}m-i + (om—2)x?(x? — a?)n?, 
2m dx? 


Or, on peut écrire 


1 du 
ACTE = (2?— a)}nml+(om—a)(x?— a+ a?) (æ?— a? }m—2 
Dir e : ë 


EE (2m — 1) (æ?— a?)"n—1 Le a?(2 D 2) (ax? — a?)}no?, 


de sorte qu'il vient, en multipliant les deux membres par dx et 


intégrant, 


153 du — æ(x? — a?)mn—1 
om dx 


= (am 1) fer an de + (am —2) [ (a a)n-?dr. 


Faisons maintenant 
M—=I— A, 


tré 4 
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et l’on obtiendra 


Æ _ é ro TT 
(æ? — a? PARC {Ee l __ le NL me es 


ou bien 


Tv 
ne | = nn 2j (æ— at 


et; PAT CONSEQUENT DOUTE 


æ dx x 
24? 9 sie UE 2 5 2 9 ? 
J (æ?'— a?)? T1? a? — a? 


a [| dr AS sf dx T 
VU J (t—aÿ ‘J (at—a)} (x—a} 


ete + PU ee ce. vie Sels 0 + € + + 0, 0 019 6 »e ds) » stetole 0e ee) ste 0/0)» s) 9 po sa sine 


Ces relations successives conduisent évidemment à exprimer 
dx 
s au 


Le Lorn ns e e 
l'intégrale relative à un exposant quelconque fa PESTE 


s dx ; : 
moyen de celle-ci Er et d’une fonction rationnelle de x; 


un calcul facile donne en eflet pour résultat 


n 19:93) VER) dx 
er fs a? +1 = (1) 3441007 LE fat), 


en posa nt 


Pn I à a? RAA a* 
d el Te 0 (æ?— a? }? 5.0 EE 
(27 —9 a?n—2 
— (12 re | 
HR —1) (æ'— a?)! 


Et, si l’on veut le démontrer, on observera qu’en changeant nr 
en 2 — 1,1l vient 


dax 170.200 2) he 
212 | 
AS las (Grub Dia. (27170) LE + fn- L(æ)|, 


de sorte qu’en substituant dans la relation générale 


ne [EE — corn fe Rs. 
Li JE _—- ro HN (x? — a)? 
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nous obtenons la condition 


; : 2.4...(27n—9) a 
a 
PASSER os Ce 308.20 —1) (r1—"4A WE 


qui est satisfaite d'elle-même. La fonction f,(x) donne ainsi, pour 
la partie rationnelle de intégrale proposée, l'intégrale 


0) r.3.5...(272 — 1) æ 
an 24.01.2700 (71— at)" 





ae | Del 
Se [Cr ay — Ur TT D émet 3 à ah(at— at y... |, 


qui, d’après l'expression du coefficient À, coïncide bien avec celle 
f(x) 


qui a été obtenue précédemment sous la forme Ga 
LÉECE 


et 


quant à la partie transcendante, l'identité 


24 I I 
æ?— a? T—a T+ a 








donne sur-le-champ 





III. La détermination du polynome f(x), dans l’équation 


1 dx Dr ra. f(x) 


(æ2=——a2)""#1 Tr La (æ?— an? 


a été obtenue par cette remarque très simple qu'en l’écrivant ainsi 





) T+a dx 
(x) — A (æ? — a?) log— o + (x? — ay [ —— a?)n+1? 


le développement suivant les puissances descendantes de la 


: : k dx 
variable de l’expression (x? — a?) la est 
É 


4 d : _ ; 
= +3: +: sans contenir aucune partie entière en x. Or, 1l 


de la forme 


résulte encore de cette remarque une conséquence importante que 
voici. Faisons, pour plus de simplicité, «a = 1, et prenons les déri- 
vées d'ordre n des deux membres dans la relation 


HI  «& 8 


; œ 
c) — È — n | nn re ee sn ete 
F(æx) = A(x?— 1) Emme + USER 





Qt 
DD 
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6 pr 


À l’égard du produit (æ? — 1 )“ log : S il faudra, en posant 





U—=(x?— 1}, MI = 





, 
5 ge | 


appliquer la formule 


d'UV  d'U n dM-iU dV n'n—1) d'?UÙU dV 


D nr à on ie Ve le =" 
dx" dx! 1 dæ1 dx 1.2 dx"? dx? : 





dn(x?— 1)" Lo + 1 
dx" Op 


du logarithme, les autres étant tous rationnels et même entiers. On 


dont le premier terme sera seul à dépendre 


a effectivement 





HE A 
d« log 
°T—I da 
Ta ne LIOB (UP SEE 
I l 
= (— 1) 1.2, (a —i) | © — ———— 
( ) 2 ( dl. ——| 
dn-a (7? = ii )72 : : : 
el comme ——}— contient en facteur (x? — 1 )4, le produit 
dx'i-a 
dr f(x) 


est enter en x. Réunissant ces termes au polynome > en 


dx 
les faisant passer dans le premier membre, que je désignera alors 
par F,(x), nous parviendrons à cette relation. 


dn(xæ?— 1}? TZ +I 


A > po 





œu+i æ'i+2 


x L (n ET)8 
+ | TE +, 


à laquelle fe m'arrêterai un moment. Elle montre qu’en multi- 
à dn(æ?—1j)r 








shant par le polynome du nie deoré = ]a série infini 
T+HI ( I I I \ 
| == #9) aa es T = —- }» 
T —I T 3.13 2 æŸ 
. . | I I I e | 2 
le produit manque des puissances —, —, —, ..., —, et il en résulte 
LT. T2 æ'"t 


dn(x? NT 2 
dx! 
rapport aux puissances décroissantes de la variable, coïncide avec 


qu'en divisant F,(x) par » le quotient, ordonné par 





celte série, aux termes près de l’ordre + Cet exemple de 


æ2n+1 
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l’approximation d’une transcendante par une fonction rationnelle, 
qui est intéressant en lui-même, recevra plus tard une application 
importante. Il met en évidence une propriété entièrement caracté- 
di(x?— 1) 


ristique des expressions A 
F4 hi 


auxquelles on donne le nom 
de polynomes de Legendre, et qu'on désigne par X, en posant 


I dn (x? — 1) 
DDR be dx!" 


Ces fonctions, introduites en Analyse par lillustre géomètre à 
l’occasion de ses recherches sur l'attraction des sphéroïdes et la 
figure des planètes, sont d’une grande importance, et donnent lieu 
à plusieurs théorèmes remarquables, dont l’un nous servira de nou- 
velle application du procédé de l'intégration par parties, fondé sur 
la formule 


n+1 fa+1T)] 
Ur de = 6 — (y [NE dr 


dæ'+r dæ'r+i 
où 
Han T dr V ” dU dn-1V A d'U d—2V 
dx! dx dx"! dx? dx? 


Soit, en effet, V—(x?— 1}, en supposant que UÜ soit un 
polynome arbitraire de degré n, l'intégrale du second membre dis- 
paraîtra, et nous obtiendrons d’abord 


d'i+\ ( Ti [ n+1 
fu PR PRE PE 


dx'"+1 


J’observe ensuite que, les dérivées successives de (x? — 1 )?* 
jusqu’à celle d'ordre », contenant en facteur 3? — 1, @ s’évanouit 


pouræ=1etæ—=—1,etil en résulte que l'intégrale définie 
+1 | 
d'ti(r2—= 7j) 
fa HARAS M PA 
; dr 
différence des valeurs de @ pour x = 1 et æ = — 1, est nulle. 


Le théorème exprimé par l'équation 


+1 
ff SEPT RER 


— 1 


appartient exclusivement aux polynomes de Legendre; car, en 
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désignant un moment par F(x) une autre fonction entière de degré 
n + 1, telle que l’on ait aussi 


+1 
3h LP) 020) 
—1 


on en conclurait, quelle que soit la constante #, 


si +1 
1 UF(x) dr — «| UX 74210 
+ 1 


43 
4 DIF (x) —4X 17] dec: 
A 


ou bien 


Or, en prenant k, de manière que F(æ)—kX,,, s’abaisse au 
nine degré, en posant alors 


DEF) Ze 
nous trouvons la condition suivante : 
U?2 dx —1 0. 
— 1 


Elle exige évidemment que U s’évanouisse identiquement; car 
autrement, l'intégrale ne serait Jamais nulle, tous les éléments 
étant positifs, et 1l en résulte 


F(x) AA 





INTÉGRATION 


FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Sur l’intégrale des fonctions circulaires (Proceedings of the London 
mathematical Society, t. IV, 1872, pp. 164-175). 
Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, 1873, pp. 320-351. 


. En désignant par f(æ) une fonction rationnelle de la variable, 
et par f(sinæ, cosxæ) une fonction rationnelle de sinx etcosx, les 
seules expressions, dans le champ infini des quantités transcen- 
dantes, dont nous puissions aborder l'intégration sont celles-ci : 


ISIN, COST) RCE (Tr) mers f(sinxr, cosæ), 


et nous n’aurons point, pour parvenir à notre but, à exposer des 
principes nouveaux, ni des méthodes propres qui en soient la con- 
séquence. On va retrouver, en effet, d’une part la décomposition 
en fractions simples, et de l’autre le procédé pour obtenir, lors- 
qu'elle est possible sous forme algébrique, l'intégrale d’une fonc- 
uon dépendant de la racine carrée d’un polynome. Il ne sera pas 
toutefois sans profit d'employer ainsi, dans des conditions diffé- 
rentes, les méthodes qui nous sont déjà familières ; elles recevront 
de ces applications un nouveau jour qui en fera mieux saisir la 
portée et le caractère. On verra surtout comment cette recherche 
des procédés d'intégration conduit naturellement à approfondir, 
au point de vue de l’Analyse générale, la nature des expressions 
(fsinx, cosx), qui sont le type des fonctions périodiques, en pré- 
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parant ainsi ce que nous aurons à dire, dans la seconde partie du 
Cours, des fonctions à double période. 


De l'intégrale f rés æ, cosæ) dr. 


I. Nous parurons de la transformation en une fonction ration- 
nelle de la quantité transcendante f(sinx, cosx), qu'on obtent en 
posant l 

ex V—1 — 


De là résulte, en effet, 








de sorte qu’on peut faire 
F:(3) 


JCSIDT CON E F2) ; 





F(s) et F,(2) désignent des polynomes entiers en 3. Cela posé, je 
vais montrer que de la décomposition en fractions simples de la 


Ha) Ve Ps ke 
NET résulte une décomposition en éléments 


simples, de la fonction transcendante qui en donnera semblable- 





fraction rationnelle 


ment et d’une manière immédiate l’intégration. Considérant, dans 


ce but, la quantité qui est le type des fractions simples, 


? 
(= A, DES tr 
Je pose 


3.4: Ver 
a —= e* 1, 


ce qui sera toujours possible en exceptant le cas de a = 0, et je 
remarque qu'on aura 


I I e-av—1 ; T—4@ 
= ———— | — 1 — 7 COL i 
&S — ex V—1 BE ex'—1 e) 








c'est une conséquence, en effet, de la relation 


T —exV-1+ 7} 
COt— = VV — 1 ———; 


mise sous la forme 


I I : T 
ml nc UODLAlS 
exŸ-1__; 2 2. 
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quand on y change x en x — 4. De là résulte une première trans- 


formation du groupe des fractions partielles 


A " A Ne 


Î —— + ,., NE D PRO DRAM TETE 
3—a (z3— a)? LATE 





HAUT 





en un polynome entier et du degré 7 + 1 en cot ; mais nous 


pouvons faire 


4 dcotx 
COL N |, 
dx 


et la relation identique 


d'cot” x 


I 
cot#+t1g = — coth-1x — — 
k dx 


montre que, de proche en proche, on exprimera linéairement cot! x 
au moyen des dérivées successives de cotz jusqu’à celle d’ordre 





n — 1. Nous parvenons donc à ce nouveau résultat, savoir 
A A: An 
3— «a ts (s — a) TERRE (g —a)iti 
PTE y a) du cot-(æ—2) 
= C++ cot (æ—&)+ 5, don mr ; 


les constantes C, L, b4, ..., b, dépendant linéairement des divers 
numérateurs À, À,,..., À,. Ce point établi, je mettrai en évidence, 
si elles existent, les racines nulles du polynome F(2) en faisant 


F(z) — zm+I1(3 — a)"+H1( 3 — b)r+1, , (3 —1)541, 


GATE modifierai la formule générale de décomposition en fractions 














. F . = ,* Pa Re F;:(2) 
simples en réunissant à la partie entière du quotient les frac- 
e F(3) 
. . I il I . 4 e 
Uons partielles en -; —; -+:; ——, de manière à avoir 
AZ 2 gin—1 
: = (3 Se 
F(z) ( Men a) (z— a)t+l 
ce D mirent, 0 Bo 
3—b (z—b} (3 —0b)r+1 
L L; 4 15 
re a a PR eu D 
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+ . ; » LT ° 
où (3) sera, par conséquent, de la forme b> ax z* avec des puis- 


sances entières, mais positives ou négatives, de z. Maintenant nous 
conclurons de cette formule élémentaire, en revenant à la valeur 
3 — e"Ÿ1, l'expression suivante de la fonction f(sinx, cosx). La 
quantité f(x), devenant d’abord 


agekiVT = Eay(coskx + ÿ—1 sinkx), 
nous donne une première partie, que je désignerai par H(x), et 


qui en sera considérée comme la partie entière. Les fractions par- 
elles donnent ensuite une seconde partie D(z), qui, en posant 


a = exv-1, b = efv-1, F l = eh-1, 
aura la forme suivante : 
I ] 
dcot-(x — 1) dcol=(z— 4) 
] D } «“ 
b(æ) = const.—+ Lcot-(r—a) + À +... + Â 
) 2 fn ab pe dx 7 dr! 
d'cot-(x —f dr cot=(æ —p) 
I ) ‘ 
+ Wb cot-(z—568 + ul + ,,,—+ vb 
FA V7 ; dx P dr? 
A de du DUO À ANT OÙ JO 56 € F0 50 SAN AT DJ De AT 7 D 77. MW ND, 2 002 0 800 9 2 0 0e 0 8 60 dd 0 D'CCPMRRRS | 
I : | I 
| dcot-(x—)) ds cot=(æ — À) 
I ù g) D) 
+ £ cot-(m—))+S HR RS TS 
> / ù 1 dx md dæs 


La détermination des coefficients 4, 15, ..., £ 


er, M, by, .…. ren- 


dra plus complète encore l’analogie de la formule que nous venons 
d'obtenir 
f{sinæx, cosæ) = (x) + b(x), 


avec celle de la décomposition des fractions rationnelles en frac- 


Lions simples. 


I. Je ferai, dans ce but, en ayant en vue le groupe des coeff- 
cients Je, dby, +. dy, 4 — 4 + h, et je développerai les deux 
membres suivant les puissances croissantes de L. Or, les séries 


qe É I 
provenant ainsi de la partie entière et de cot - (x — 8), ..., 
2 


[l « . .  ? e 
col: (4 — À) ne contiendront que des puissances entières et posi- 
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. . . , I 2 : Le ’ 
uves de 2, tandis que la quantité cot - (x — x) et ses dérivées don- 
 : 


neront un nombre fini et limité de puissances négatives. Nous 
avons, en effet, 





2 2 ki 6 360 


et, comme la dérivée de X prise par rapport à > est l’unité, on 
déduira successivement de cette relation 


deot- (æ— 4) 





» I k°? 
dx Lp A? 6 120 
I 
d'cot- (x — 2 
2 ) Ft nf l 
dx? … A5 6o 


et, en général, si l’on n’écrit point les puissances positives de A, 


De 
drcot-(r—2 
2 ( ) 2 


— { _— n ' —— 
= (— 1) (OL DEEE Eerrer 


dx" 


Le développement du second membre I(æ) + D(x) se compo- 
sant ainsi des termes . 








e bi I . 29 ; 1.2... Raby ; 
in 7 
| hi k? h3 ( ha+i 


et d’une série infinie de puissances positives de 2, nous obtiendrons 
les coefficients &, L,,...,4t, en formant la partie du développe- 
ment du premier membre f(sinæ,cosæ) qui est composée des 
seules puissances négatives de L. Supposons à cet ellet 


- A A; L.2 Ào l2:: nAh 
sin(a + A), cos(a+ A) = == EE —, , He —— 
si ( qus ) (aœ + )] h he? Î h3 ( ) hn+1 : 

on aura immédiatement 
il Il ] 
db == À, db = — A, Lien ab n = — A ns 
J\ + | | 


et J'ajoute que, si l’on multiplie membre à membre l'égalité précé- 
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dente avec celle-ci, que donne le théorème de Taylor, 


I 
cCOt-(æ—4x—h) 
2 


en dx’ SR: 


UE AIT ARCS ] ù 
on trouve pour le coefficient divisé par deux, du terme en ;; pré- 
cisément 
L L 
dcot-(æx— a) d'cot-(æ — a) 


Ne —— 
dx LH 


I 
JA cot= (Ta) + 
D : dx" 


Le groupe total des é/éments simples, se rapportant à la quantité 
æ = 2% qui rend infinie la fonction proposée, estainsi le demi-résidu 
correspondant à } = 0, de l’expression 


fIsin(x+h), cos(x+h)] me 


résultat analogue, comme on voit, à un théorème de Lagrange. 


IT. Après avoir Jusqu'ici suivi pas à pas la théorie de la décom- 
position des fractions rationnelles en fractions simples, nous 
allons introduire une considération nouvelle qui a son origine 
dans la propriété caractéristique de la transcendante f(sin x, cosæ) 
d’être périodique. Je remarque que, d’après la relation 


“A La 
cot— — cotr + cosécæ, 
2 


la fonction D(x) s'exprime en termes de deux formes, à savoir 


d'cot(x — x) d' coséc(x — a) 
dx" È dx 1 


les premiers ayant pour période r et les autres se reproduisant en 
signe contraire lorsqu'on change x en x + 7. Or, à l'égard de 


Ir Sar(coskx + ÿ—1sinkx), 
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si l’on fait 
0(æ) = Sarg(cos2kx + y—1 sin2kx) 
et 
Uun(x) — Sappr1| cos(2# + i)æ + =: sin(2k + 1)æ |, 


en réunissant d’une part les termes contenant les multiples pairs, 
et de l’autre les multiples impairs de la variable, on aura de même 


b(r+r)=0(x), n(rHT)=—n(x) 


De là résulte la décomposition de la fonction proposée en deux 
parues O(x), H(x), de sorte qu'on aura 


f{sinæ, cosæ) = 8(x) + H(x), 
avec les conditions 
@(x+r)=O(x), H(æ+r)=—H(x), 


les expressions des nouvelles fonctions introduites étant 





, dcot(æ— a) . d'cot(æx — x) 
O(æ) = 0(x) + db cot(r — x) + bb: DE BA Em 
d'cot(x —$) dP cot(x — 8 
DOM PONS HN 
. , dcot(x — XX) : Œcot(r À) 
+ D RS + US 7 vor 
et 
; . dcoséc(æ—:) ._ d'coséc(x—« 
H(x)=n(x)+ db coséc (7 — à) + —— ++ don RE 


) c À LesiP 
dPcoséc(æ—f&) 


dcoséc(z—6) 2E 
Ai dxP 


+ Vb coséc(r—f5) +1, Fee + Up 


: dcoséc(x—}) : 
coséc(æ—))+$; RE pe + es LUN PAT CINENE 


SES dx 


Nous voyons donc apparaître deux éléments simples distincts, 





cotæ et cosécæz ou 


» appartenant en propre aux fonctions 


+ NTEU | : A : 
dont la périodicité est celle de (x) où H(z), au lieu de cot — qui, 
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dans le cas général, a le rôle de la quantité — à l’égard des fonc- 


I 
T 
ons rationnelles. C’est par les applications qu’on reconnaîtra sur- 
tout l'utilité de ces distinctions et, pour commencer par un cas 
" : ; . . . ] 
facile, j’envisagerai d’abord la fonction ——. 
L COS — COST 

J'observe en premier lieu qu'en introduisant Ja variable 

3 — e*V1, il vient 


I D 
© — 


COS4 — COST 23 COSA — I — 3? 
Or, les racines du dénominateur sont évidemment les quantités 
e*—1, el, le numérateur est seulement du premier degré ; ainsi 
la partie entière I1(3) n'existe point, et nous aurons 





























I TX — À T +4 
a — Ge Lol + Vh cot . 
COSX — COST 2 
Calculant maintenant les résidus pour x = 4 et x = — a, j'ob- 
tiens les quantités 
I I 
= 2 Dr r- ? 
Sin sin % 
et, par suite, en divisant par 2 les valeurs 
. [| | | 
db = ñ ’ vo = — 2 , 
2 Sin 2 Sin 4 
x ss 1 2 
de sorte qu'il vient 
I I LT — T + 4 
—— = C++ — (cot — çcot ) . 
COSZ — COST 2SInX 3) 31 


On trouve d’ailleurs sans peine que C= 0 ; mais voici, pour des 
cas moins faciles, une détermination directe et immédiate de cette 


constante. Supposons, en général, 





(SInX: cos x) — 


F(z) ne contenant point le facteur 3 et étant de degré au moins 
égal à celui de F,(3), la partie désignée par (x) existera seule 
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dans l’expression de la fonction, qui sera ainsi 


I 
d'cot-(æ—x) 
(sine, cosx) = C + EL =TEr.) + b: 





dx Fr 
f 
d'cot-(x —$) 
JL 
+ Vb cot (x — 8) + Vs ——— +, 
. ÿ) À dx 
I 
dcot-(z—À) 
D À 
H£ cot-(r—XÀ)+£ - +... 
À A TES dx 
SAT ; F,(3) 
Or, je dis qu’en appelant Get H les valeurs de Ft) POUR nul 
etinfini, on aura 
l 
En effet, la relation 
HE AENT À ——ex-wvV ri hr — ze-aV-1 +1 
cot D Vlr VEET —_————— 
2 etx—wv-1 1 Zz e—XV—-1 — [ 


fait voir qu'en supposant 3 nul et infini toutes les quantités 





L— à 
Cot 





se réduisent à LIVES et + — 1; elle montre aussi 


que leurs dérivées des divers ordres s’évanouissent; nous avons 


donc 
= C—(b ++... + LV —:, 
H=C+(L+U +... + LR) V—1, 


et, par conséquent, 


—H G+H 
pe C= ——.: 


2. 2 
Dans l'exemple considéré tout à l'heure, on trouve sur-le-champ 


G = 0, H = 0, de sorte que C est nul comme nous l’avons dit. 


Soit, en second lieu, l’expression 


sinnmT z?m 1] 


sinnT ZI 


les nombres m» et n étant entiers. Si l’on suppose m > ñn, on voit 


G4 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


qu'il existera une partie entière H(x), dont voici le calcul. Par- 
tant de cette identité | 


= ZEN EE GR=IM SE ZIN—ÈN + Zin—InR 1 


3(24+Da-im  Zzm—(24—1)n 


nu zn- (2%) a ZAR Im , 
- ; Ï J'lbre 


LS 


s : AU 6e he  Mm—n 
je prends pour Æ l’entier immédiatement supérieur à —=—, d 
à 2 7ù 
sorle qu'on ait 
IN — 7 
ml TE 
DU 


£ étant positif et moindre que l’unité. Il en résulte que 
(2k +i)n — m—=oen et m—(2k —i)n=2(1—:)n; 


ainsi, dans la fraction dù second membre, le numérateur est de 
degré inférieur au dénominateur. L'identité employée se vérifie 
d’ailleurs sur-le-champ, car, en remplaçant 3 par lexponenuüelle 


e*v— 1, elle se transforme dans l’équation bien connue 


sinnrT x 

—— = 2 COS(M — n)T +92 COS(M—3N)T +... 

sinnT 2 

. Sin(24n— m)x 

ME coin (2H Na) SECTE 
sin AT 


Nous obtenons ainsi 


I(x)=2cos(m—n)r +2cos(nm—3n)x +...+2cos[m—(2k—1)n}x 


et 
sin(2kn —m)r 
sinn Tr 
ou simplement 
sin nr 
PT) = — rs meet | 
sinn2 tv 


en supposant maintenant 2 inférieur à n, en valeur absolue. 


Cela établi, les racines de l'équation 3?* — 1 — o sont données 
HT pu + 


V 


L vw — 1 5 x 
par la formule 3 — e* , À prenant les valeurs 0, 1,2, 274, 


: : kr LU : sin nmT re 
et si l’on fait à — —, le résidu de la fonction ==" correspondant 
. LA « Sin 2 T 


; sin nm % (—i1)sinmux M 
A0 — LES CT ————, el nous obtenons, par Conse- 


sinna me n 
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quent, 


sinmæt [ PA l 
—— = — (— 1)" sinmacot-(x — a). 
siInnæ 2n 2 


Mais ayant 
PigEnr)h= (—1)"7rr px), 


la fonction appartiendra à l’espèce 6(x) ou H(x), suivant que 
m + n sera pair ou impair, de sorte qu'il vient, pour le premier 


cas, 
sinnT 


I , 
= — > (—1)# sinma cot(x — x), 


sinnmT 2n 


et pour le second, 


SIN 7 © 1 (— 1)# sinma 
siNnnT  2n sin(æ — 4) 


Or, dans les deux cas, les termes des sommes qui correspondent 
aux valeurs Æ et # + n sont égaux; on peut donc, en doublant, se 
borner à prendre #—1,2,...,n—1, le résidu relatif à &—0 
étant nul. 

Soit encore l'expression 


cot(æ—a)cot(æ —fB)...cot(x— À); 


en désignant par » le nombre des quantités 4, 8, ..., x, À et faisant 
a = et, b— eBV—1, ,,., {— eV-1, on aura, pour transformée 
en 3, 
(me ie Cie Rs D2)...(3? + lin 
(32— a )(32— b?)...(32— l?) 


On voit que le numérateur et le dénominateur sont de même 
degré; ainsi 1l n'existe pas de partie entière et nous avons seule- 
ment à calculer D(x). Or, les 2n racines du dénominateur sont, 


d'une part, e%—1, eBV—1, ,.., e}V—T et, en outre, ces mêmes quan- 
tités changées de signe, c’est-à-dire eV i, etB+mivei, QO+mET 
d’ailleurs, ayant (x +7) = (x), la fonction proposée appar- 
üient au type O(x) et ses éléments simples, où figurent les argu- 


ments æeta+r, 8 et $+7r,...,se réduiront à ceux-C1 : 


Cot(æ a) Mcot(x — GB), ..., cot(r— À). 
H. — III. 5 
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Nous aurons, en conséquence, 
P(æx) = CG + ob cot(x — a) + Ub cot(x —B)+...+£ cot(x — À), 
%, 1h, .…, £ étantles résidus de D{r) pour 2=a TEE 
c’est-à-dire 
À = cot(a — B)cot(x — y})...cot(x — À ), 
Vb = cot(B — x) cot(B —)...cot(8 — À ), 





LR = cot(À — x )cot(À — f)...cot(X 


RE 


Enfin la constante C s'obtient par l'équation établie page 63, 


C—-(G + H), au moyen des valeurs 


C1), MANS 


que prend la transformée en 3, pour 3 nul et infini, ce qui donne 


> nT 
simplement C—= cos ee 


L 
2 


On traitera de la même manière l'expression plus générale 
F(sinæ, cosæx) 


sin(æ —x)sin(r—f)...sin(x — ET: 


où le numérateur est un polynome entier en sinx et cos x, et, si 
nous supposons qu'il soit homogène et de degré 7 — 1, on sera 
amené à la relation suivante : 


Fi(sinx, cosæx) 


sin(æ—a)sin(æ—B)...sin(x — À) 
_ F(sinaæ, cosa) I 
sin(aæ—GBsin(a—y})...sin(a À) sin(æ. à) 
F(simf, cosf) I 





y)-...sin(f — À) sin(æ — f) 


 sin(f —a)sin(f 
F(sinÀ. cos)) I 

SE ECOLE NS  E  — 

sin(À—a)sin(À —fB)...sin(À — x) sin(æ— À) 


Nous en déduirons, en chassant le dénominateur, 


sin(æ—GB)sin(r—y})...sin(x — À) 
sin(æa—f)sin(x—)...sin(æ — À) 
sin(æ—«x)sin(æ—y)...sin(æ —À) 


me: sin(f —a)sin(B—y)...sin(8 — À) 


F(sinæ, cosæ) — F(sinæ, cosa) 





F(sin 8, cosf) 


sin(æ—x)sin(x —B)...sin(æ —*)m,. | 
sinf Nero) sin(à — 0). -sntie 
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résullat qui se rapporte à la théorie de l’interpolation comme don- 
nant l’expression de la fonction F(sinx, cosæ), où entrent n coef- 
ficients arbitraires, au moyen de » valeurs qu’elle prend pour 
TX — I, X — 6, D — 


V. C’est pour obtenir l’intégrale de la fonction transcendante 
f(sinx, cosx) qu'a été établie la formule de décomposition en 
éléments simples, dont je ne multiplierai pas davantage les appli- 
cations; sous ce point de vue, voici maintenant les conséquences 
à tirer de la formule générale 

f{sinæ, cosæ) =]Il(x) + b(x). 

En premier lieu, et à l’égard de 


Hé Sar(coskæ + ÿ—1 sinkæ), 


nous observons qu'on a 


D COR Er 
dx dx 


d’où, par conséquent, 


feoska di 2 fsnkz PRE Le. 








Ainsi l'intégration reproduit une expression de même forme que 
la fonction proposée, sauf un terme proportionnel à la variable pro- 
venant de la partie constante qu'elle peut contenir. 


9 


DÉRE TE 





Soit, par exemple, H(x)— cos"x; l'égalité 2cosx = — 


Æ 


donnera, en l’élevant à la puissance n, et rapprochant les termes 
équidistants des extrêmes, 








LL n a Ù TRES, 1), 65206 I 
et — | 208 me scomment | 4 Nr. Theo 


g' L g'i—2 1 .:) \ g'i—k 


Distinguons maintenant les deux cas de » pair et impair; nous 
aurons, dans le premier, avec le terme constant, 


n(n—1) 


n 
21—1 COST — COSNT + — COS(N —2)r + : COS(Nn—4)T +... 
l .2 
X 


n 

nee Fan 
\ 2 

—— en 
n 


? 


D I 


AD — 
2 
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68 
el, par conséquent, 
sinnæ n sin(n —2})r n(n—1) sin(n—4)x 
an1 cos dx = — _ ( — ) SUPER +... 
n I n —2 Fa n — ! 
n 
n(n—1 — HI 
nan... (?+1) 
et FA D ; 
2 n 
1:2 — 
2 


dans le second, il viendra 
ANA 
ROSES EEE 1)T +... 


n 
2-1 costT = COSNT + —COS(n —2)% + 
1 


HE +1) 


à 


— 
VD a il 








es 
D 
L2 
ND 


d’où cette formule où la var:able ne sort plus du signe sinus 


n sin(n—2)T 
© ——— 








SIN 727 
a'i—1 COST dr = ———+ 
n I 10—_ 0 
n' A1 
n(n—1)... I 
2 ; 
+ sin z. 
nt 
150: 
2 
érale 





mais l'intégrale f sintcostæda s'obtient encore par un autre pro- 


cédé fondé sur l'identité suivante : 


d'sin4-1x cost+lx 
—(a—i)sint?x cos" +2» —(b+1)sintx cost 


Ur 
— (a—i1)sint- 2x cosbx(1—sin?x)—(b+1)sintx cos? 


—(a—1)sint-?rcosx—(a+b\sintx costx. 


Nous Lrons en effet 
sin4—?x cos x dx — sint-1x cost+1, 


(a+ db) | sin“ x cost x dr —(a—1) 
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ce qui permettra de ramener, de proche en proche, la quantité 


{ sin4æ cos? x dx 


Lésinees cost x dr, 


où À» est un entier quelconque. Si l’on suppose « impair, le calcul 
est terminé, car, en faisant a—2n—+1, on obtient immédiate- 
ment 


à celle-ci 


b+1 
4 cosé+1 > 
sinZ COST dr = — ——. 
Do 1 


Dans le cas de à pair, nous prendrons 2n = a, et l’on opérera 


ensuite sur l'intégrale foostæ dx, au moyen de la relation 


e 


b fcosiæ dm =(b—3) f cost-3x dx + sinx cosb-1, 
3 


qui ramène, soit à feosx TNT SOIT à fax Ur 
En considérant en second lieu l'expression f(x) depécrirei 


pour abréger, comme à propos des fonctions rationnelles, p. 36, 


deot=(x—a) 


P(æ)=C+Ÿ A RES a —#——— +. 


dn cot… (æ — à) 


> AETITNE ET FTICENNNS ee er ’ 


maintenant on voit comment la composition de cette formule con- 
duit immédiatement au résultat. Nous n'avons, en effet, qu’à 


’ . . , i( 
déterminer la seule intégrale foots (x — a) dx; or,ona 


I il 
COS —(T — 4) dlogsin=(æ—a) 
à 





= 2 —————————;, 


dx 


Il 


Di : 
sin—-(æ—x) 
3 


et, par conséquent, 





T— 4 Re 
foot dx = 2logsin-(æ—a), 
D) 2 
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de sorte que 


fete) = Cr + > 108 sin = (æ— 4) + b! cot=(æ— a) +... 


dn- !cot=(æ—2) 
+2 % + nai 7 TRS ES 


Les relations 


O(x) =D À cot(æ—a)+Ù SOU me) ss 


dx 


d' cot(x — a) 
DUT ner mue dx" 


H(x) => db coséc(r — x) +Ù ESS ” 


d' coséc(x — à 
LS ad Eos (a 2) 


dx' 


donneront pareillement 
fe (æ)dx = 3 Alogsin(z —a) + chi cot(æ — 2) +. 


D) 1 dn-1 cot(x — a 


dx'-—1 
fut) dx > ob log ang = (æ — 4) +Ù db, coséc(x — a) +.: 


dn—1 coséc(æ — à) 
+3 4, 


dxn-1 


En effet, nous avons déjà 


feoutx — à) dx = logsin(x — «), 


LE 


et, quant à l'intégrale 


: Le dx 
_fcoséc(e — à) de = 


elle s'obtient, soit par l'équation 


I I I I 
= — [ange (e — a) RGDLE (Tr 2), 


sin(æ—a«) 2 


soit en posant 


1 
tang=(æ— a) = 1 
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car 1l vient ainsi 








I 1+ 0? 2 dt 
—— = Ù UT — = 9 
SIN(X — x) Dé Et 2 
d’où 
che dt Pr I 
————— —= | — —=logt = log tang-(r— 4). 
sin(æ —4à) £ . ’ 8; ( 4) 


Voici quelques remarques sur ces résultats. 


VI. Les expressions qui, en dehors des termes logarithmiques, 
à savoir 


dcot(x — a) dn-1 cot(x — a) 


RL cot(r — à) + +, . «+ JL 
vu1 ( } 2 dx n dr 
et 
: dcoséc(æ — « d'n-1 coséc(x — x 
db coséc(æ — 4) + db) RAS RURe # ) + + bn DT COTE 
dx dx'-1 


composent, avec diverses valeurs des constantes .& et x, les inté- 
orales fe(x) dx, [H() dx, ontrespectivement la même pério- 


divcité que O(x) et H(x). La première, comme on l’a vu au para- 

graphe I, équivaut à un polynome entier du degré nr en cot(x—), 

la seconde donne lieu à la transformation suivante. Soit, pour un 
»] 


moment, 
coséc(æ —a)=u et cot(T—a)—=t; 


nous remarquerons qu'on peut écrire 





+ dt 
D INT —- 42) — 
dx’ 
de sorte qu'il vient successivement 

du FE Ne NAS dt 
INT A) — — 4%) — 
dx ‘ dx? dx” 
du te {dt dt\ cos (EEE d?t 
— —=—SII — 4) — —<— ) —: — 0 , 
dx? AUTE 7) l'Tr? 


et, en général, 


d£u 
dx" 


. Faits APR LT 
sin Go a) | Dre — 5 et . 


É dA { k(k—1)(k— 2) di-?t | 





r dxk 1.2.3 dxk—2 
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Il en résulte qu'on peut donner à l'expression 


du d'u 
My + oo — +... + on ——— 
1 2x RE drn-1 


d’abord la forme 


: dt dn—-1u 
SIn(æ— x) (GE + Gi Tr +.) 
di-1 1 dx-2t 
+ COS(T — x) (HT Hess SA) 


les coefficients G et H étant constants; ensuite celle-ci 
sin(æ— a) F(4) + cos(x — a) Fi(t), 


en désignant par F(4) et F,(4) des polynomes en 4 des degrés 
n+1et nr; enfin au moyen des valeurs 








: I | (4 
SIN(T—A) = ————— >) COST — qu) = ————) 
Vies Vi+e 
on écrira k 
du dr-1u SE 
M Le CU 4 LC MAUR 
dx 74 LP Vire 


ce nouveau polynome S(£) étant du degré n +1. Sous ces formes 
nouvelles, les quantités qui entrent dans les deux intégrales sont 
parfois d’une détermination plus facile, et j'en donnerai quelques 
exemples. 

Soit d’abord l'intégrale 


fooura ue, 


l’exposant x étant entier et positif; d’après la méthode générale, 
on posera 


d'cotæx dn cotx 
cottig = CO + À cotr + di —— +... + on ——————) 
dx dæn 


et les coefficients s’obtiendront, soit au moyen des relations 


ue dcotx 
COLLE =, 
dx 
_ He 1 d'cotr 
COLLE ICO LL AS "7 | 
> dx? ? | 
Ad cotx 1 dcotx | 


COUT=I+ = ———— — — —— 
nel T 6 dx ? 
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soit en formant la puissance 7 +1 ainsi que les dérivées de la 
série 


3 LT ns 


et subsütuant dans l’équation pour identifier. 
Or, la variable cotx — +, qui est indiquée par la forme connue 
d'avance de l'intégrale, en donne facilement la valeur, car ayant 


ti+i dt 
cot+1x dx = — : 
LIÉE 























. =: . .. Pts À 
il suffira d'extraire la partie entière de la fraction ns; Sin est 
impair, on formera ainsi légalité 
n—1 
n—1 SE 
n+!l sr 1D=4 2 
an ein ys _ CU 
1+ À 1 + é2 
d’où 
L — | n—1 
tn+1 dt ti pi—2 du # 
— = — — —<- re (1) à F—(— 1) MWMarctangr; 
1 + ? n n — 2 n — 4 
et, par conséquent, 
cotr Cour 2T coto rx 
cotr+1x dr = — ro on nr © € 
n n — 2 n — 4 
— 1 n— 1 
— (— 1) ? cotr —(—1) ? x. 
Dans le cas de x pair, 1l viendra semblablement 
n 
n \9 
prit = (—1} 64 
TN 2 Q 
Lt + é? ) pt? 
on en conclura alors 
cot 7 cota 2x cotre tp 
cot#+1x dr = — HR —— — ———— +... 
n n —2 n — 
? cot?æ : 
ANA + (— 1} log sin x. 





4 


Rapprochant ces résultats de l'expression donnée par la méthode 
géné rale, à savoir : 


d—-1 cotx 
cot#1x dr = Cr + A log sinr +...+ di COUT +. + op ————/; 
drn 1 
n 


nous en tirons cette conséquence qu’on à 4 —(— 1) ou & — 0, 
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suivant que » est pair ou impair; et je m'y arrêterai un moment 
pour montrer en peu de mots comment cette seule connaissance 
du résidu & relatif à la valeur x — o de la fonction cot#t'x suffit 
pour la détermination complète de la série 


a 
cotr — Ron DE CRC GERS 


Et d’abord, de ce que le terme en . manque dans le carré, la 
quatrième puissance et toutes les puissances paires, on conclut de 
proche en proche les conditions b—0, d —=0, ..., c’est-à-dire 
que le développement ne contient que des puissances impaires de 
la variable, et a la forme 


(9 À 
cotr = —+frT+yas+...… 
x 


De ce que le coefficient du même terme est +1, —1, 1, 
dans la première, la troisième, la cinquième puissance, etc., on 
ure aisément les égalités 

CA de 3420 ——1, 5aky +iox3B2— 1, Er 
d’où 


, Ÿ — — —19 .…. 
Le développement de cotx, auquel nous parvenons ainsi, est 


d’une grande importance en Analyse; en l’écrivant de cette ma- 
nière 


les coefficients 


] I I 
Br = 6 B: = — —= 


sont appelés les nombres de Bernoulli (!), et l’on a de même 


22(22—1)B,x 2*(2t— 1)B:x3 26(26— 1)B;3x5 
GE = —_—_—————— + — 5 ———— ——— 
A LAS EU 1.9 ,9 TR 
R I 22— 2)B,x 2*— 9)B,x? 26— 2)B,æ5 
tr bone: )BPi ( 2 ( )B; 
nn 152 RAR et 1,9,9.4 4980 


(') BERTRAND, Traité de calcul differentiel et de calcul intégral, t. TI, p. 347. 
— SERRET, Cours de calcul différentiel et intégral, t. IX, p. 217. 
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I 
sint+1x cos8+1æ 
4 + $ un nombre pair, aura, comme la précédente, la périodicité 

de (x). Au lieu de déduire l'intégrale 


Soit encore l'expression » qui, en supposant 


11 dx 
sint+1x cosB+1x 
de la relation 
L dcotx dcotxr 
—————— —=C+Decotr + di ——— +... + by —— 
sin*+1> cosB+lx dx dx 
: , dtangæ .. d'iangæ 
+ Vo tangr + Vos ——— +... + UN ——— ; 
dx Ù dx 


nous ferons toujours cotæ = 1, et l’on voit que la transformée 


a+ 8 
s’obtiendra facilement en développant la puissance (14?) ? , 
dont l’exposant est entier dans l'hypothèse admise. Si nous faisons 
en particulier $ ——1, x —2n<+1, nous trouvons, en désignant 
par 71, Ro, ... les coefficients de la puissance 7 du binome 


dx n, N 1 I ; 
——— —=— coter — — cotèr — — cCotÿr —,.,.,— ————cot?2+l> 
, 

sin?2+2 x 1 5 2n+I 


. T 
pus, en changeant x en 


7 t + Mtangsæ + 2 tangsæ +... tang2+1> 
a — LON9 D = di AU T — Llang°æZ Bee Te $ . 
cos22—2% 8 3 8 5 8 DILECRE e 


VII. L'intégrale f f(sinæ, cosæ) dx se ramenant par la sub- 


stitution sinx = X à cette forme 





fre 1 ra 


qui a été l’objet d’une étude antérieure, nous devrions maintenant 
comparer les deux procédés d'intégration, et les résultats auxquels 
ils conduisent. A cet égard, je me borneraï à remarquer qu’en fai- 
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sant sinæ — X dans la formule générale 


f#cm) ar = Cr+o > ob log sin = (x — 4) 
1 
n—1 = — 
d cot= (æ 4) 


I 
+Ÿ db; COL (r—a)+... + don — ir 


la partie transcendante est donnée par les termes Czx et 
I GR 
footitæ—2) dx = 2logsin-(æ—a), 
Dee 2 


dont le dernier prendra la forme suivante. Soient 


V1 r- 1x2. 4 Sin; b'=C0S€ 


on aura 


LS PET Le sin(æ — 2) bX —aY ax 
Jet; ( Dre em [5 RE 


de sorte qu’au lieu de la fonction de troisième espèce amenée par 
la méthode d'intégration des radicaux carrés, à savoir : 


b dx Tee 1—ax —by 
DR F T— «a )» 


nous sommes conduits à la quantité 


br—ay dx 
La 7 y lo! g(i—ax —by). 


Mais j'arrive, sans insister sur ce point (!), à une dernière con- 
sidération, à la détermination de l'intégrale définie 


2T 
4 ftsinv,cosr)dæ. 
0 


(1) On a, d’une manière plus générale, 


[PE EEE tee Re 7e — Dar des AT D YERS 
L (az+by +c)(a'æ+b"y +c') 54 das a'xz + bye | 
et l’on doit remarquer les cas particuliers dans lesquels cette intégrale ne devient | 
indéfinie que pour deux valeurs de la variable. Ils se présentent lorsque les 
droites ax +by+c=o, a x +b'x + c'=0o se coupent sur le cercle æ+y?=1, 

ou lui sont tangentes. : 
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\ 


Reprenant, à cet effet, l'expression 


J{sinæ, cosx = (x) + P(x), 


J'observe d’abord que la fonction D(x) devra être finie pour toutes 
les valeurs de la variable comprise de zéro à 27, c’est-à-dire quel 
que soit æ, puisqu'on à D(x +27) — Dr); ainsi dans les élé- 
ments simples cot= (x — 4), aucune des constantes x ne sera 
réelle. Ceci posé, les termes périodiques de l'intégrale indéfinie 
des fonctions Il(x) et P(x), reprenant la même valeur aux limites 
ZT —=0 et x—27, ne figureront point dans le résultat, et nous 
aurons seulement à considérer le terme Cx, ainsi que la partie 
logarithmique > À log sin = (æ — à). Du premier résulte immédia- 
tement la quantité C27; mais les termes transcendants demandent 
une attention particulière. Comme dans le cas plus simple de 


71 dx 
: finale 6 ERIEENRS 
mn T—a—8y—1: 


FO 


l'expression 





la relation 


+ 


I . T—4 
J cot—(æ— 4) dx = 2 log sin —— 
2 2 


ne détermine pas sur-le-champ, à cause des valeurs multiples des 
logarithmes, l'intégrale définie prise entre des limites données xs, 
T1, et J'indiquerai d’abord de quelle manière on y parvient avant 
DA HDDOSER To — O0 el Ti — 27. 
Soient 
na tPY-1, sin=(æ—a)=X+Yy—t. 


Envisageant X et Y comme les coordonnées OP et MP d’un 
point M rapporté à deux axes rectangulaires Ox et Oy, je figure 
la courbe MM’ qui sera le lieu de ces points lorsque la variable x 
croitra de x, à æ,. De cette manière, le rayon vecteur OM —R et 
l'angle MOzx — 0 seront, à partir du point M, correspondant à 
æ—=%,, des fonctions continues entièrement déterminées de la 
variable +. Remplacçant donc cot= (æ — 4) par la dérivée logarith- 


mique de 


sin (æ-- 4) NN 1 R(cos0 ns) 
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I j dR ff, — 
L foi (ea) dr Er + fav, 


maintenant on a, sans aucune ambiguïté, 


il vient 


l'1 


X'o x 


et l’intégrale proposée se trouve déterminée. Mais arrivons aux 
limites zéro et 27; si nous faisons pour un moment 








— «b+HI 
À —= CO — — 1 — , 
= b 
2 e? 
D —— 
SIDE ’ 
2 A opt | 
B == ESA = 1 , 
ÿ—1 - b 
2e? 
nous aurons 
; AE : I 
X—Asin-(xz— a), } =—Bcés- (os 
2 
d'où 
ee Y?2 
"Y —— Bz = I; 


de sorte que la courbe MM est une ellipse. Remarquant que À 
est toujours positif, Je distingue deux cas, suivant que B sera 
positif ou négatif. Dans le premier, je pose 





T—a T 
= — +0, 
2 2 
) A 
d’où 
X— À coso, Y'='Bsino: 


cela étant, lorsque x croîtra de zéro à 27, cette ellipse sera décrite 
dans le sens direct depuis un point M ( fig. 30) jusqu’au point M' 
situé sur le prolongement du diamètre OM. En second lieu, 
lorsque B est négatif, je fais 


ce qui donne 
X = À cosw, Y——Bsiny; 


c’est alors du point M au point M' la seconde moitié de la courbe 


PE I 


RS à 
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qui sera décrite dans le sens inverse. Cela étant, dans le premier 
cas, l’angle croît avec x, et nous avons 
/ M'Ox= MOx+ 7: 

dans le second, au contraire, 11 décroît, et nous passons de la 
valeur MO x à M'Ox = MOzx— 7; les deux rayons vecteurs OM 
et OM sont d’ailleurs égaux, ce qui fait disparaître la partie loga- 
rithmique; par conséquent, en désignant par (b) une quantité 
égale à l’unité en valeur absolue et du signe de b, nous aurons 


2T 
] ——— nt 
Î cot-(x— a— by—:1) dx = 2(b)—+. 
2 
Li 1) 
Voici quelques applications de cette formule : 
Posons 


dans la relation 


2 sin À T4.) FES À 
—————— —= COL — cot 
COSÀA — COST D 











établie page 62, et soit à = e*; elle prendra cette forme 


nor) == EEE ee uote —) 


I— 24COSXT + a° 2 


et nous en conclurons successivement pour 4 <o0 et => 0, c’eslt- 
à-dire en supposant «a <1eta>1, 


2T 2T 9 * 
(1 — a?) dx (1— a?) dx 
————— —=2T et = —=—m. 
F I— 24 COST + a? f I— 24 CO0S2 + a? 


Le second cas se déduit d’ailleurs immédiatement du premier 
I 
par le changement de « en 
Soit encore l'expression plus générale 


cos mx 
a 
COSÀ — COS x 


m étant un nombre entier quelconque; en faisant 


exV-1 — 3, 
elle devient 
g2Mm+LTI] 
 zm—1(1— 23 cos) + 22)’ 
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et contient par conséquent une partie entière qui s'obtient ainsi. 
Je pars de ces deux identités, faciles à vérifier, 


sin À » ' à 
- =sinÀ + zsin2À +z?sin3À +... 


1— 23 COS À +3 
_,sinmÂ—zsin(7r—1)àÀ 


+ 3-2 sin (m — 1)À + 3" 
1— 2,3 COS À + 232 


? 











sin À sin À sin2  sin3À 
—— © + —— + 
[— 23 COS À + 2? 2? 3 3* 
sin 7 À 1  æsin(m+i)À —sinmÀ 
D nu Cu RS RER ER 
gn+i1 zmnm+i I1— 23 COS À +2? 


et je les ajoute membre à membre après avoir divisé la première 
par 371, et multiplié la seconde par 3”*!; il vient 


(32 1) sin À | 
——@ © ———————————— —(3m + gzl-m)sinÀ +(zm-2+ 32=m)sin2) +... 
z"—-1(1— 923 cos+ 23?) ( ct ) ( ) 
+(3+23-1)sin(m—1)À+ sinmaÀ 
sin(mn —1)À] 
? 


LS COS NET 


z[sin(m+r1)À} 





et, par conséquent, si l’on remplace 3 par l’exponentielle e2V=1, 


nous aurons 


cosmæ sin À cos mn À sin À 
ne 
COST — COS À COSÆ — COS À 


en faisant 


r(æ) = 2sinÀ cos(m—1)x + 2sin2À cos(m—2)r +... 


+ 2 sin(m — 1)À cosx + sin/n À. 


Le terme constant de la partie entière est sinmÀ; on en con- 
clura, en faisant comme plus haut, À=aÿ—1,e* = a, ce qui 
donne 





3 y; 1 a?/r 
SIN MÀ = —— ; COS À = —— 
o an Ve [ > an 
2T 
(1— a?) cosmax dx 
————  — 27Ta" pour Ce AUS à 
6 [— 24 COST + a? 
el 
2T ; 
(1— a?) cosmx dx 2T 
a —  — pour AA 
ue I— 24 C0sX + a? am 


Je considère en dernier lieu la quantité 


sin?æ ; 
(cos À — cosæ)(cosui — cosx )? 
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la décomposition en éléments simples conduit d’abord à la relation 


sin? T 








(cosÀ — cosæ)(cos - cosæ) 2 


| CT À æ + À 
=—1]+ L{cot — Cot 
2 


C2 u L'AE 
AL (cot De cot + ; 





2 2 
en posant 


sin À sin ft 
2 No = ——; PU = EE a 
COS 4 — COS À COS À — COS 


Faisant encore 
À=4@y—1, u=8y—r, der, DPETERS 
nous trouverons, en nous bornant, pour abréger, au seul cas de 
DO OT 0, 


2 S 
ji 4ab sin?x dx 
Eur (1—2acosx + a?)(1— 20 cosx + b?) 


= — IT — (bo + U)4T 4 AL 


or, on a facilement 


I À 1) A0 
SR ENUb = = cot 
: 2 = V5 (-—abi 








d’où cette formule 


2H 
sin?r dx T 
me | 1, — 2 
MR 20 COoS 2-0) 20 cosx + b*) 1— ab 


qui donne un résultat important en développant les deux membres 
suivant les puissances de a et b. Si nous employons, à cet effet, 


les relations 

sin? ; 

—————— = ù am sin (mm +1 
[— 2A4COST + d- 


sin x D A 
ot PP Te TE sin(n 1) 
I + 2 b cos x + b? ï 


où m et n reçoivent toutes les valeurs entières de zéro à l'infini, 
on parvient à l'égalité suivante : 


2H 
% : 
> ambm f sin(m<+i)xsin(n +1)x dx = 7T(i1+ ab + a2b?+...), 
0 


dont le second membre ne renferme que les puissances du pro- 
abs Ale 6 
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duit ab. Nous avons donc 


2T 
fl sinnæxsinnæ dx =0 
0 


lorsque mn et n sont différents, tandis qu'il vient, si on les suppose 


2T 
1 sin?mæ dx = 7m. 
0 


On trouve d’ailleurs directement ces relations au moyen des 


identités 


égaux, 


2SNMTSINNT —=Cos(nmn—n)x —cos(Mm+n)x, 


2 SIN?MT —I1—COS2MNT, 


qui donnent les intégrales indéfinies 


; : sin(m—n)r  sin(m+n)x 
SIN ME SNA T AC = ——————— — ———— 
ACT -- 70) 2 (LRU 


; e sin > NT 
SIN? MX AL = — — ———; 
à 2 4m 


et, par suite, comme on voit, 


2T 2T 
3 SIN ESINNTAT—O, Jl sin? mn x dr = 7. 
0 0 


En partant de celles-ci : 


2 Sin MX COSNT = SIN (Mn +n)xr + sin(m—n)x, 


2 COSMET COST = COS(M+n)r +cos(mMm—n)T, 


nous aurons semblablement 


2T 
f sinmæcosnx dx = 0, 
0 


même dans le cas de m—=n, puis 
2T 27H 
ul COS MX COSAT dE = 0, Je cos?mx dr =. 
0 0 


Ces intégrales définies, qu’on obtient si facilement, conduisent, 
comme nous allons voir, à d'importantes conséquences. 
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VIIL, Les séries qui précèdent suivant les puissances entières et 
positives d’une ou de plusieurs variables ont pour caractère essen- 
tiel d’être continues lorsqu'elles sont convergentes, et c’est en 
admettant cette condition de continuité qu’elles ont été employées 
dans les applications géométriques, et en particulier dans les théo- 
ries du contact et de la courbure des lignes et des surfaces. Mais 


l'analyse conduit à des séries d’une autre nature, qui, tout en res- 


tant convergentes afin d’avoir une limite déterminée, ne sont plus 
nécessairement continues, et peuvent, lorsque la variable croît par 
degrés insensibles, représenter diverses successions de valeurs 
appartenant à des fonctions de formes tout à fait différentes. Un 


Le 


premier exemple en a déjà été donné, et nous avons vu qu’en 


faisant 

sin3r7 sin? 
= —+- 
3 5 





D iere ts 





f(æ)= sinx + 


f)= 


lorsque la variable est comprise entre 2n7 et (2n +1)r, landis 


qu'on obüuent 


Las 


[1e 


JR) =—— 
4 


quand on la suppose comprise entre(2n —1)ret 277, n élant un 
nombre entier quelconque. Or, ce résultat se rattache à une for- 
mule générale donnant un nouveau mode d'expression des fonc- 
ions d’une grande importance en Analyse, et que je vais indiquer 
succinctement. 

Soit f(x) une fonction donnée entre les limites x = à, x = b, 
avec la seule condition d’être toujours finie; la suivante : 





PURE >.  _b—a 
f(x) = f(a+ = r), 


le sera de même depuis æ = 0 jusqu'à + — 27, et l’on prouve 


qu'elle peut se représenter de la manière suivante : 


f(æ) = Ao+ Ai cosx + A2 cos2r +...+ À, cosmr +... 
+ B; sin x + B, sin2rv+...+B, sin mx +...; 
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voici maintenant, la possibilité du développement admise (!), com- 
ment se déterminent les coefficients. Le premier s'obtient en mul- 
uphant les deux membres par dx, et intégrant entre les limites 
zéro et 27; ayant, en effet, . 


2T 2T 
1 COSMER= 0, JÉ sin 1x dx = 0, 
0 0 


il vient ainsi 


OUT 
TAG il 1 (Rd 
0 
J'opère ensuite d’une manière analogue en multipliant succes- 
sivement par les facteurs cosmx dx, sinmx dx; les relations pré- 
cédemment établies, à savoir : 


2T eur 
f cosmæx Ccosnx dr = 0, f cosmæsinnx dx = 0 
0 0 


montrent que l'intégration entre les limites zéro et 27% éliminera 
tous les coefficients de la série, sauf À, et B», qui seront respec- 
tivement multiplhiés par les quantités 


27 2T 
il cos mr dr = T, J sin?mæx dx =", 5 
0 0 


et nous trouverons, par conséquent, 


2T 2T 
TA — Î f(x) cosmx dx, vb [ f(æ)sinmx dx. 
0 


FA, 


C’est cette expression de À,, et B,,, au moyen d'intégrales défi- 
nies, qui donne le moyen de s'affranchir de la condition de con- 
unuilé que suppose absolument le mode de détermination des 
coefficients de la série de Maclaurin 


Ja) = fe) RP (2) + AP RCE 


(!) Je renverrai pour la démonstration rigoureuse au Mémoire célèbre de 
Dirichlet, sur la convergence des séries trigonométriques qui servent à repré- 
senter une fonction arbitraire entre des limites données (Journal de Crelle, 


A [sd 
t:4,0. 197), 
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où figurent toutes les dérivées de f(x) pour x —x,. D’après la 
nature même de l'opération d'intégration, rien n'empêche, en 
effet, d'admettre qu'entre les limites zéro et 27, et dans un nombre 
meéleonque d'intervalles de zéro à x,, x, à æe, ..., Zn à 27, 
f(x) coïncide successivement avec » fonctions distinctes f,(x), 
f2(x), ..., fn(æ), les expressions des coefficients devenant alors 


orA= | fi(a)de+f fi(a)dr+...+ 11 fn (HIS 
0 Lo) 


e » 
Lis 


l{ Lo 
rÂn= f T1) cosme de + [ f2(æ) cosmx dx +... 
0 vin 


2T 
+ f fn(æ)cosmx dx, 
1 


Sie. 


LA Ta 
mEn= f fitæ)sin ma de + f f2(æ)sin mx dx +... 
0 T4 


2T 
rs Hat) sin mad: 


Vn—1 


Üne circonstance qu'il importe aussi de ne pas omettre, c’esl 
qu à la limite de séparation de deux intervalles, pour x = x,, par 
exemple, la série ne présente point l’ambiguïté de la fonction et a 


pour valeur LA (æi) + f2(æ,)]; mais je me bornerai à énoncer 


ces résultats et à en faire l'application au cas d’une fonction FHUEE) 


» , A T A T 
successivement égale à + sentez —0, æ —T, LR Entre 
Ê 


æ—=®7, x —=27r. On trouve alors immédiatement A, — 0; obser- 
vant ensuite qu'on à 


2T 


T 
10 CO ME dP= 0, f COS MTAP 0, 
0 e/ 


TH 


nous en concluons semblablement A, — 0; enfin les expressions 


27T 


LA 
4 I — COS NT : COSMT — I 
IR LOT + SIN A DL ER 
è m ve m 


At 


donnent 


1— COST 
TBn=2————; 
mt m 
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et l’on retrouve bien la série 


sin 37 sino5T 


CAE Sn TEA FT tes 





comme nous l’avions obtenue par une autre vole. 


De l'intégrale fev* ft) dr 


I. Je me fonderai sur cette remarque que l'expression 


2 ñ 
eux (au + A TE + A TE a 


SR ue PC a — 
dx? dx 


où & est une fonction quelconque de x, prend, si l’on pose 


EUX —Y, 
la forme suivante : 
do 


dx 


drop 


dv 
el © + JL: tds Vire 


En effet, nous avons successivement u = ep, 


du do du do d?v 
— —= ER OLT pp —"),, —— — e7unÛx 20 — 20 — + — ) CRU) 
æ dx? dx dx? 


et la substitution conduit au résultat annoncé, les quantités 4, 
db, ... ayant ces valeurs 


M — A — Aj;uw + AoW2— A3W3+,..., 





bi = À; — 2 À» Se 3A3w?—...—— CACR 
du 
I d? 4 
bo = A9 — 3 A3 + ets MR 


qu'on obtient directement comme il suit. La fonction w étant quel- 
conque, faisons en particulier uw = e}*, on en conclura 6 = elwt#)a, 
et la relation 


2 du du drop 
eux (Au + A — + À — +,,.—+A a) 
| dx ? dx? F dæn. 

| do d?v do 

= Le + di — + oo — +... + y — 

F "1x 2? dx? FA dxn 
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donne ainsi, après avoir supprimé dans les deux membres le fac- 
teur exponentiel, 


A+A;h+AQh?+...+A,hr 
= A + bi (0) = R) + (uw Se h}+...+ by (w + h}". 


f 


Changeons maintenant # en À — w; nous en concluons 


A +Ai(—o+h)+A(—ow+h)+...+ A,(— 0 + hr 
= À + 1 A sm be A? +. sde A, 


et l’on voit que le développement du premier membre suivant les 
puissances de À donne bien pour les coefficients 4, «Lb,, ... les 
valeurs précédemment obtenues. 

Cela posé, nous tirerons de la décomposition en fractions simples 
de la fraction rationnelle f(x) la transformation suivante de l’ex- 
pression e% f(x). Soit, à cet effet, en désignant la partie entière 


par F(x), 


À A: 
D y a * AY 


ou plutôt, après avoir modifié convenablement les constantes A,, 


en A. 


f(æ)=F(x) +Ù A(æ— a) 
d(æ — a) dr (RE D) 
+Y À; FPT he +Ÿ A, TON F 


je ferai, d’après la remarque précédente, 


D Al dn(x — = 
ewnx [AGE a+ A ET ++ A CEE | 


= AL[ewx(x— a)-1] + «db: ï [enxr(æ—ay1]+... 


+ 


2  peor(x — a) JE 


Or, en ajoutant membre à membre les relations de même nature 
qui correspondent aux divers groupes de fractions simples, on 
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trouvera cette expression 


enr Cr) — eùx FC) +Ù L[ewr(r—a)1] 


l 
+Ù : + [enx(x— a) 1]. 


A sa ewx(x —a)-!| 
ART Tele 


ewmx 





où les quantités —, se montrent comme ayant, à l'égard de la 


fonction transcendante ex f(x), le même rôle d'éléments simples 


; I : ; ; 3 
que les fractions —; Par rapport à la fonction rationnelle f(x). 
Il en résulte que l'intégrale Î eut f(x) dx se trouve ‘exprimée 


d’une part au moyen de celle-ci feF(x) de, précédemment 


obtenue sous cette forme : 


4 


feux F(æ) de = eue [2 à e) Se à LE —..: 


«) vu)? [OË 








en second lieu, par les expressions également explicites 


l | 
> db: lenz(r si _ > Lo _ Lewxz(x — "4 7 À, 


et, enfin, par la quantité 


Da fer (z — a)! dx, 


e 





. 
_ 


où figure au fond, comme nous allons voir, une seule et unique 
transcendante. 


Soit, à cet effet, pour un instant, 





en faisant 


3—=Ww(T—a), 
on aura 


ù ewtx-a) dx 
c[w(r—a)] = PE, 


p' LT — a 


eux dx 
—— —=evac[w(r —a)|, 
T—a À 


d’où 
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et, par conséquent, 


SEA SRE TENTE 
» L Fe, D Lea wo[w(x— a)]. 


e/ 


ez dz 
La transcendante Î - 





» Si l’on fait e7— x, prend la forme 


CA LA 





ar 4 , Ç ; ; LA DM 
px et recoit la dénomination de logarithme intégral. On à 
ga 


démontré l’impossibilité de la représenter par des combinaisons 
en nombre fini de fonctions algébriques, logarithmiques et expo- 
nentielles, d’où résulte qu'on doit l’envisager comme un élément 
analytique sui generis, dont la notion première s’est offerte, ainsi 
que celle des transcendantes elliptiques et abéliennes, par la voie 
du Calcul intégral. Elle a été l’objet de nombreux travaux, mais 
nous nous bornerons à mentionner à son égard une propriété sin- 
gulière qui en montrera le rôle dans l’Arithmétique supérieure. 


b 
; , RO Pre dx ; 
Elle consiste en ce que l'intégrale définie —— donne aporomre 
q 5 PP 
og 


mativement la- valeur N du nombre des nombres premiers compris 
entre a et b, l’approximation étant d’autant plus grande que b est 
plus grand par rapport à a, et étant ainsi caractérisée que la limite 
du rapport de l'intégrale au nombre N est l’unité pour b infini. 


II. Il existe une infinité de cas dans lesquels l'intégrale 
Îl ewx f(x) dx 


s'obtient sous forme finie explicite; il suffit pour cela que les 
diverses constantes 4 s’évanouissent. J'ajoute que ces conditions 


sont nécessaires si l’on veut que e*f(x)dx s'exprime au 


moyen d’une fonction rationnelle multiphiée par e°*. Ilest aisé, en 
effet, de reconnaître l'impossibilité d’une relation de la forme sui- 


vante : 


S(x) étant en général une fonction algébrique, car en faisant 
x — a + h, et développant suivant les puissances croissantes de A 

? PI 1 ; 
le premier membre contiendra la quantité Le®“logh, et aucun 
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terme logarithmique ne pourra, dans l'hypothèse admise, provenir 
du second membre. On voit par là toute l’importance des con- 
stantes JL; aussi nous allons en donner une détermination nou- 
velle, en déduisant à la fois et directement de la formule 


eux f(x) = evz F(x) + L[evx(x— a)-1| 


d 
qe x — il 
rl | bo; me do (—- ay 1]+..…. 


le groupe de coefficients %, b,,..., bn. 
Soit à cet effet x — « + L; développons, comme tout à l'heure, 
suivant les puissances négatives; posons 


dh—1 dh-? 
/ — cb TT Crerracsr .. 
ewh f(a+h)=Ah-t+ A; Th + A) PTE +..., 
d’où, par conséquent, 
dh=1 dh? 
( h) — al À h—1 AP SES 
euh) fa + h)= eut (AR + A: TR + À, Th 2 à 


Or, dans le second membre, les termes en - ne peuvent 


I I 

h° 2 
provenir que de la quantité e°*(x — a)! et de ses dérivées, qui 
donnent, en eflet, en négligeant les puissances positives, 





ewx(r—a)-l —enah-1+,.., 
d dh=1 
—__[ewr(g— a)-1] — ew 
Fete CPE dh.: 
d? d?h—1 








[enr (x Es 20 — ewa 


dx? dh? AE 


attendu que la dérivée de L par rapport à x est l’unité. L’expres- 
sion suivante 


ewa (ar + 


\ 


dh—1 À d h—1 
dh Nes +... 


représente, par conséquent, la portion du développement du 
second membre qui renferme les puissances négatives de , et 
l’on voit qu’on a 


eb —= A, db: — A, ob2 = A», 
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Soit, par exemple, 
per (=2) (2) 


w—a+b; 


et prenons 


on multupliera le développement de l’exponentielle 


p- 


h? 
eatbh= + (a+ b)h+(a+b}— +... 


par la quantité 
TE 0 


I 
pie abhR abh se 


ce qui donne 


2 2 
ela+b)h f(h) = Mon eu ran 
abh? 2 ab 


I 
h 
grale est possible sous forme finie explicite; on a, en effet, 


I 
eta+b)x T— A [ — De dx = eta+b)x k NT ms ES 
ax bx a+ 0 abx 


et l’on trouvera semblablement 


Or, le terme en - manquant, nous sommes assurés que l’inté- 




















fause(i + 3 }G— 3 +) 4 
. ax a2%2). \ bx 2 x? 
eta+b)x 3(a2+ b?) elta+b)x 3 d2 je 
DD 2 a? b? æ  oab? dx?\ x ) 
sans | e _ 5 er |. 
a + b ab x a? b? x? a? b? x 


III. J’ajouterai succinctement, en vue des intégrales 
fooswe fie) de, [sin wzf(x)dæ; 
les conséquences auxquelles conduit la relation générale 


eux f(x) = eur F(æ)+Ÿ [eur(r— a) 1]+.., 
sr 


lorsqu'on y change w en wÿ/— 1. En supposant pour plus de sim- 
plicité que dorénavant w soit réel, ainsi que f(x) et les quanti- 
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tés a, je remplacerai les coefficients 4, 44, ... par À + L/ÿ—1, 


bib ÿ—1, .... Cette équation donne alors les deux sui- 
vantes : 


coswr f(x) 


— COS TION) + L[coswr(x— a) !] —Ù L'[sinwr(r —a) |] 








=e = LE — és” | = #1 
Jo: Te [coswzr(x a) 1] , 1 7  [sinwæ(x a) ] 


sinw 7/0) 


= sinwrF(x) +Ù Hb[sinwr(x— a)-1] +Ù %'[coswr(r —a)!] 


d d 
Ses NT fs] TX = an | A —— ei —1 
| ù bi [sinwr(x a) 1] + | Li [coswæ(x 3 md 


. 0 0 © © » 5 ee « © © + © © © 9» © © ol e à © 9 © 0e à » m'est e e) 5 © e re, e ele CUS HO OS OR 


On voit donc que les intégrales 
f coswx f(x) dt; f sin wæx f(x) dx 


s'expriment en général par les transcendantes 


coswr dr siInwWr dr 
a ee LU Eu Ca Te = + 
TC TT 


qui elles-mêmes se réduisent à celles-ci : 


EE dz fe dz 
mer | ————————— € 


Nous voyons aussi qu'on obtiendra à la fois pour l’une et pour 
l’autre, des valeurs sous forme finie explicite. lorsque les divers 
; P ) q 


coefficients .& et A’ s’évanouiront. Or, 4 + L//— 1 étant le coef- 


ficient de . dans le développement de 


ewh VI f(a + h) — (cosw Ah +- ÿ—1 sinwh) f(a + h), 


il en résulte qu’en supposant réelles, comme nous l'avons admis, 
les quantités w et a, ainsi que la fonction f(æ), 4 et -L/ seront 
aussi, à l’égard des fonctions 


coswh f(a+h), sinwh f(a+h), 
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: il 
les coefficients des termes en SÉ 


Soit, comme application, l'intégrale 


sinar sinbxr 
COSAT — COS Or — ane 
ax bx 


l'écrirai d’abord 
J 








\ 


sinar sin br 
2{[cosax — Cosb x — 
ax 

















( bx 
| I à a + b 
_ cos(a + be (is) —sin(a + br ne 
I ; 4 —b 
+ costa — b)a(i+ re) + sin(a— 64 A 


et nous serons conduits à une combinaison linéaire des quatre 
quantités | 
 fcos(a+b)x dx sin(a+b)x dx 
æ? : T i 


EE  —— Fe 
rs FRS 


x? T 


dont aucune ne peut s’obtenir, l’expression proposée s'exprimant 
néanmoins sous forme finie explicite. Supposons, en effet, dans 
les formules précédentes, 


f(&)= 5 v=a+b; 


on aura 


cos(a+b)x 


sin(a+b)x d [cos(a+b)x 
72 =— (a+ b)ÉENE FRERE |, 


TL 
puis, en changeant b en —b, 


cos(a—b)x 


2 


F4 Pa 


sin(a—b)x d'Fons(a— 0€ 
D ne | com 


Il en résulte, en intégrant, 


FI + b\x F (a+ DE Te | TE IE cos(a + SEE 


x? fi æ 


JS rires ARE — 2 | peus cos(a — CL 


x? Yon Gh 
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et, par conséquent, ce résultat 

sinax\ sinbxr\ 
2 | (cosar — ) cosbr — ) dx 
ax br 


sin(a+—b)æx  cos(a+b)x 
LP NRC ed re ae NET 
a + b ab x 








sin(a—b)x cos(a — b)x 


C'est le cas le plus simple d’une proposition générale concer- 
nant les réduites successives 
T 3T 19X — TL? 


CE 


ne ns 9 RER EE d| “hope 
L 3 — x? 15 — 67? 


de la fraction continue de Lambert 


æ 
tangti— 


x , , P 1 4 s 4 
Soit, en général, = la n*"° réduite, P et Q étant des polynomes 


entiers en æ, et posons 


Pcosæ — Qsinx. 
2 


p(r) = 


æn 


l'intégrale (ax) o(bx) dx pourra toujours être obtenue sous 
: 0 4 


forme finie explicite. La fonction o(x) donne aussi ce résultat 


p(æ)  Pcosr+Qsinx 


p dx Psinz +Q cosæx. 


c'est, sous une forme très simple, la valeur d’une intégrale que 
nous n'avons point de méthode pour aborder, car elle n’appartient 
à aucune des catégories considérées jusqu'ici; on verra comment 
on y parvient facilement, dans le seconde partie du Cours. 

Je remarquerai enfin que, en désignant par F(sinx, cosx) un 
polynome entier en sinx et cosx, l'intégrale 


frtsine, cosæ) f(x) dx 
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rentre dans celles que nous venons de traiter, ce polynome pou- 
vant être transformé en une fonction linéaire des sinus el cosinus 


sin! © 


T'!n 





des multiples de la variable. La quantité Î dx, par exemple, 


étant d’abord, abstraction faite d’un facteur constant, mise sous la 


A dm(æ—1) 
SIN D — © dr, 
dam 


sera immédiatement ramenée, au moyen de l'intégration par par- 


dr sintx dx 
dam 2 


est une somme de cosinus ou une somme de sinus 


forme 


ties, à celle-ci : 


dr sin 

Or, —— 
dx" 

de multiples de æ, suivant que m + n est pair ou impair ; dans le 


cos z dz 


premier cas, l'intégrale se réduit donc à | » et dans le 


: sin 3 
second à f — dz. 


_ 


_ 





De l'intégrale Jies HS EOST) dr. 


1e la propriété caractéristique de la transcendante 


ewx f(SinZ, COST), 


où f(sinx, cosx) désigne une fonction rationnelle de sinx et cosx, 
consiste en ce qu'elle se reproduit multipliée par un facteur con- 
stant e2®T, lorsqu'on y change x en x + 27. Elle se rapproche 
ainsi des fonctions périodiques, et le procédé d'intégration résul- 
tera encore d’une décomposition en éléments simples, qu’on 
obtient comme 1l suit. Je pars, à cet effet, de la relation générale 
établie page 58, à savoir 
f(sinæ, cosæ) = (x) +b(x); 


elle nous donne dans la fonction proposée une première partie 
e“z[[(z), qui en sera semblablement regardée comme la partie 
entière et dont l'intégration est immédiate. En eflet, I(x) étant 
composée linéairement des quantités coskx, sin£x, 1l suffit d’em- 
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ployer les formules 


il re ss e“x(wcoskxr + ksinkæx) 
ex coskx dr — 


w?—+ 2 | 
ewx(w sin kr — kcoskx) 
ewx sin £x dx — = . 
w?— #2 
Maintenant nous parviendrons aux éléments simples, propres à 


la nouvelle transcendante, en appliquant la relation de la page 86 
à la seconde partie e°*D(x), c’est-à-dire aux quantités suivantes : 


I 
dcot-(x — 1) dncot-(æ—x) 
I 2 2 
ewx| A cot-(x — «à 56 +...+ db 
(J ml Es me 1 dx v°n dx 2 


qui, en conséquence, prendront cette nouvelle forme 


Newz cot=(r — a) + À; 2 enr cot À (7 — 2)| + 
2 de 5) 


Or, en faisant la somme d'expressions semblables, pour les diffé- 


rents systèmes de valeurs constantes À et #, nous trouverons 
pour formule de décomposition 


ewx f(sinæ, cosx) 


= er(æ) + A | eux ot À (œ — a) | PR Lens oot À (æ — 2)] Fi de 
| 2 dx | 2 
: à I 
+ # EOGOL (2 À) + % — 


I 
} «7e [e°* cot> (7 6)j 


: AN | 
+ f [er cot à (œ — 2] + f: _ Less cot À (e— 2) an 


C’est, à l'égard de notre fonction, l'équivalent de la décomposi- 


uon en fractions simples des fractions rationnelles: les quantités 
qui jouent le rôle d'éléments simples étant 


t I 1 
OX 2 Mare ee — ? 
e cot= (x a), ewx cot= (x SE .,  eWx cot tre 


il en résulte qu’en faisant pour un instant 


p(x) = feux cot = dr, 


A 
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2e , 
I intégrale 


feox f(sine, cosæ) dx 


sera exprimée, d’une part, par la somme 
eut (x — x) + Bewbo(x —B)+...+fLemko(r — À), 


et de l’autre, au moyen des fonctions explicites de la variable. Les 
condilions A — 0, # —0, ..., £—0o sont donc suffisantes pour 
que la partie non explicite disparaisse, et la valeur même de l’in- 
tégrale sera connue au moyen des divers coefficients 41, %, ..., 
8, #, .... Il importe donc d’en avoir une détermination directe, 
et on l’obtient comme il suit. 


Il. En ayant, en vue, pour fixer les idées, le groupe des quan- 
liLés A, Ai, ..., À,, nous ferons x — 4 + À dans la fonction 
proposée, et développant suivant les puissances ascendantes de h, 
nous représenterons les termes aflectés des puissances négatives 
de cette quantité sous cette forme 


ewla+/h) f[sin(a + h), cos(x+h)] 


dh1 GA CET 
— OX Ah IH A; ——— +... ER 
= ew (A4 ne Arr. ) 


Or, la relation 
ewx f(sinxr, cCosæT) 


— eux H(æ) + À | ens cot—(æ — +)] _ FE [eu cou» (x — a)] +... 


AR I d I 
an aUr | OX el A OX 4 a 7 
a |e AE s]+8 + Le cot=(æ | + 


Seule ee eh en ee enr ee 1/0 0 0 8% 07, nie © 0 à 0e © + © 0 0 + + 6 ee) 0e else see etats eo ea nee 


Mimicésque, pour æ—&x + /, la partie suivante du second 
membre, savoir 


I d 1 
DE Le TA) LL 2 OX = 7 3 
a|e Ro tr | +2 me Le cot=(x +) + 


sera seule à donner des puissances négatives de À. Maintenant on 


trouve 
1 2 h 
ENT cot-(r — à) = ea — +H2w0 — + +... ), 
2 h 6 


H. — IIT. 7 
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puis, abstraction faite des puissances positives, 


dn 


dx" 


dn kh=—1 
X 


eux çot — (T—a)| = 20% ———— , 
2 dh' 


la dérivée de L par rapport à + étant l’unité; nous en conclurons 


que l'expression 





dh-1 a d' h=1 
7 nm Enr ay, dhn 


2 eWX (a R1+A;, 


représente dans le développement du second membre tous les 
termes contenant des puissances négatives de 2, de sorte que l’on 
aura 
I I 
A At 5 1 ...s Ai = ere 


Pour faire une application de ce résultat, nous considérerons la 


I da [ 4 
eta+b)x (a — COL =) (o — — COt 2) > 
2 2 2 2 


qui devient infinie pour la seule valeur + — 0, de sorte qu'il suf- 
fira de la développer suivant les puissances ascendantes de la 


fonction 





variable. Or, on a 


\ 


[ “2 a? x? I æ 
ps as Cat RE LORIE PA - SE dE 
2 2 , T 12 





et pareillement 


+... 


| I 4 I 1 + 60? 
ebx | b— - cot— — + —— 7% 
2 æ 12 


d’où, en multipliant membre à membre, 


I Ti I æ I 
guria | a — ; cos ) (o —- root?) = — +... 
D) 2 2 2 æ? 


I . . . l 
Le terme en 7 manque, ainsi À — 0; mettant ensuite 72 SOUS la 


d(x-1) ; 
forme Te or O LEO conclut À, — — 1 ; par conséquent 
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Maintenant nous devons calculer la partie entière II (æ) de la 


I x I æ 
(a- Len?) (o—ient), 
2 2 2 2 


qui est simplement une constante. Or on a, d’après la règle établie 


page 63, 


fonction 


et nous obtenons, en conséquence, la relation 


| I Tr I æ 
etre (a — — ot?) (o— sent?) 
2 2 2 2 


— ela+b)x | ab — : ss Ke d eta+b)x cale , 
4 2 dx 2 


d’où cette expression sous forme finie explicite de l'intégrale du 
premier membre, savoir 


I Æ I “a "4ab —1: I æ 
eta+blx {a — — cot — ){[ b — - cot — }) dr = eta+bx ne À : 
2 2 2 ï 4j(a+b) 2 à 


Ce résultat est Le cas le plus simple du théorème suivant, auquel 
nous serons amenés dans la seconde partie du Cours. Soit, en 
désignant par 7 un nombre entier quelconque, 

d' < 
le 0" Gr 
il est aisé de voir que F(x) est un polynome entier en z et en a du 
degré n; cela étant, je représentera par f(x, a) ce qu'il devient 








en y changeant x en æW— : et « en a — 1, suppression faite du 


facteur (4/— 1)*. On aura ainsi pour 7 —1 


f(æ)=2(x— a), 


pour 72 —2 


F(z) = 4(3x?— 3ax + a?+1), CE 
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or, l'intégrale 


a NE T ‘ 
Jar sd (cot — ) a) e) (cot — 9 b) dæ, 
2 2 


ou encore celle-ci, qui s’y ramène 
faste f(cotæ, a) f(cotæ, b) dx, 


.. expriment toujours sous forme finie expheite. 


+ 00 
De l'intégrale 3h f{sinæ, cosæ), f(x) dx. 


I. Je supposerai que f(sinx, cosæ) soit une fonction rationnelle 
de sinx et cosæ, et f,(æ) une fonction rationnelle de x, sans par- 
üe entière; faisant ensuite, pour abréger, 


mir (sint, COST) it) 


nous éviterons la considération de l'infini « priori, comme il s’offre 
dans l’expression proposée 


+ 00 
T8 g(æ) dx, 


en la remplaçant par celle-ci 


1e fl 
Î v(æ) dx, 
= 


en cherchant sa limite lorsqu'on fait croître indéfiniment & et 1. 
En adoptant en outre pour ces quantités ces formes particulières 


CON, n=2(7n +I)T. 


où mn et x sont des nombres entiers, je me fonderai sur une trans- 
formation remarquable et importante qui a été donnée par Legendre 
dans les £xercices de Calcul intégral, et par Poisson dans son 
Mémoire sur les intégrales définies (Journal de l’École Poly- 
technique, XVII Cahier, p. 630). Elle consiste à décomposer 
l'intégrale en une somme d’autres de même forme dont les limites 


INTÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES, IOI 


soient des multiples consécutifs de 27, en écrivant 


+2(n+1)T —2(m—1)T 
Î p(x) dx — f o(x) dx 


—2mTn —2mT 


—9{(m—9)T 


+ o(æx) dx +... 
—92{(m—1)T 
0 2T 
231. ex) dm + f o(x) dr 
 —2T 0 
&ET (n +1) 
+ o(æx) dr ele Ve 
2% CHD'TUTE 
ou bien, pour abréger, 
+2(n+1)T f=+n 2(k+1)T 
Î HAS EE > 158 o(x) dx. 
 —2mMmT RENE 2 
Cela étant, nous ferons dans le second membre x =z3+2#r, 


ce qui bre 


2(4+1)T 


2 2iTC 
4 o(æx) dx ol p(z+247) dz, 
2kT CEA 


et, par conséquent, 


k=+n 


+2(n+i)T 
4 (x) dx = D 12 y(3+247—) dz, 
—2mTm FLE 
ou encore 
2(2+1)T 
1e o(x) dx = P(x) dr, 
en posant 
k=+n 


P(Tr)= > p(æ+2kr). 


K=—1n 


Nous rencontrons ainsi l'expression analytique d’une fonction 
périodique qui a été indiquée dans l’Introduction, et sous la con- 
dition qu’en faisant croître indéfiniment m el n, la série 


P(r)=p(r)+vp(r+2r)+...+p(r+an TT) 
+o(r—2T)+...+o(T—2mr) 
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soit convergente, nous aurons 


P(r+o2r)= d(x). 


Or, cette transformation donne la valeur de l'intégrale définie 
proposée; je dis, en effet, que b(x) s'exprime par une fonction 
rationnelle de sinxæ et cosx, lorsqu'on suppose, comme nous 


l’avons admis, 


p(æ) = f(sinx, cosæ) f(x). 


II. Je me servirai pour le faire voir de la formule suivante, qui 
sera démontrée dans le Cours de seconde année, savoir : 


k=+n 


L I “9 1 n TH L—T 
it in Eee += JE 
T+2kT 2 2 2T m 4ÂmT ANT 








k=—m 


où les termes non écrits contiennent en dénominateur le carré et 
les puissances plus élevées de met n. Elle fait voir que la série du 
premier membre appartient à l'espèce des suites semi-convergentes, 


I 4 
d rl ’ell représentera - — qu’en supposant le r 
e sorte qu’elle ne représe : cot = qu'e pP e rapport 


7 
n 


LS] 


égal à l’unité pour m et nr infinis. Mais, en général, soit À la 
Re I n ï F j PT 
limite de la constante ne log = lorsqu'on fait croître indéfiniment 
m etn, ce qui donnera 


k=+n 


I L T 
D —— = - cot— +); 
æ+2kT 2 2 
k=—1m 
nous remarquerons que cette quantité disparaît dans l’expression 
des dérivées successives du premier membre, qui sont ainsi des 
séries absolument convergentes, dont la formule nous donne les 


valeurs, à savoir : 


x 
S d(tæÆakm)si | 3 
dx Tabr dr 
K=— 1m 
d cot = 
2 


N &G@—+ AL) 
y æ dx? 2 dx? 
k=—m 
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Cela étant, 1l suffit d'observer qu'ayant, parla décomposition en 
fractions simples, 





AE 


ds + Dr 


ou plutôt 


“1C Pà A(æ—a) + Ù jte +Y NP ENESER 


on en conclut sur-le-champ 


k=+n 
D. fitæ+2kr) — D AT => A cot = (æ 7) 
k=—m 
[ 
dcot- (x — a) 


+: JA +... 


dx 


dn cot= (æ— a) 


AA D: ACT: a — 


Nous obtenons ainsi une fonction rationnelle de sinx et cos x; 


or, ayant | 
CS nr cos) /1(r), 
d’où 
F=+n 
P(æ) = f(sinx, cosx) > fitæ +2kr), 
k=—=—Im 


on voit que P(x) est aussi une expression de même nature. Ajou- 
tons que, dans l'intégrale f P(x)dx, à laquelle se trouve 


ramenée la proposée, la quantité indéterminée À a pour coeffi- 
cient 


2T 
D Jl (fsinx, cosæ) dx; 


elle aura donc une valeur entièrement déterminée sous l’une ou 
l’autre de ces deux conditions 


27T 
» As 0 ou [ f(sinx, cosz) dx —0: 
0 
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Il ne sera pas inutile, avant de faire des applications de ce résul- 
tat, de présenter sur l’intégrale indéfinie 


frisine cosæ) f(x) dx 


quelques remarques qui montreront comment elle diffère de celles 
que nous avons précédemment considérées. 


IT. Soit, en partant de la formule de décomposition en éléments 
simples, 
f{sinx, cosx) = (x) + P(x), 


nous en conclurons 
frsina, cosæ) fi(æ) de = f(x) fi(æ) dr + [@te) fi(a) dæœ; 


or, la première partie 


fucæ) fit) dx 


e/ 


nous est déjà connue, et il a été établi (p. 92) qu'elle s'exprime 
au moyen de fonctions explicites et des transcendantes 


cosmx dx sinmx dr 
LPS TER | TELE Tole LOE DSES 
RE: dd 


m étant un nombre entier, et les quantités à désignant les racines 
du dénominateur de f, (x) égalé à zéro. A l’égard de la seconde 





in tégrale 


fee) Fite) de, 


nous ferons, en admettant pour plus de généralité une partie 
entière, 


fitæ)=F(a)+ŸÙ A(x— 2)" 
De dr a) OM TS À, CES dn(æ —= x) A ace 


dx dx" 


et elle se trouvera décomposée en termes de ces deux formes, 
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SAVOIT : 


m 4 —1 
(Fa) &(æ) dr et PE Se) de 


Ces deux termes se décomposeront eux-mêmes si l’on emploie 
la formule 


I 
deot-(x— a) 


P(r) =D % cot=(r—a)+Ù b; mo in 


I 
d'cot-(x — a) 
ÿ 2 
— se 


dans les suivants 


I I 
Paco (ra) Ré cot-(æ— a) 


f 2 d(x — a) 
a | T'ON ETC mer 


e/ 


On üre enfin de l'intégration par parties, c’est-à-dire de la rela- 


dn V .diU 
fu mr. dx = 0 +(—:1) Ji Fe 


une dernière résolution donnant, d’une part, des fonctions expli- 


uon 


dx 





cites de la variable, et de l’autre les intégrales 


! ) nm + du — 7 \—1 
foot tre) EE dr, feoti te — 0) EE dr. 


) dx! » dxn+n 


Les éléments simples auxquels nous sommes amenés, si l’on 


diF(zx) 
dx! 


être quelconque, sont donc les divers termes de ces deux séries 


observe que est un polynome entier dont le degré peut 


I J I 
feotite— ar dr footite— ae dx, f cot =(z—a)x dx, LS 
D) 


A > 


cot=(æ— à) dæ cot=(æ— à) dr cot=(æ— a) de 
DS a ee 0 


dont les uns rappellent la forme analytique des intégrales ellip- 
tiques et abéliennes de première et de seconde espèce, les autres 
celle des fonctions de troisième espèce. Mais on ne connaît entre 
eux aucune relation qui permette de les ramener les uns aux 
autres, et 1ls constituent sans doute des transcendantes distinctes. 
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Nous voyons par là combien l’intégrale 
frisine, cosæ) f1(x) dx 


est d’une nature analytique plus complexe que toutes celles dont 
nous nous sommes déjà occupés; toutefois, les calculs par lesquels 
nous la réduisons généralement aux éléments simples définis pré- 
cédemment en donneront la valeur sous forme finie explicite lors- 
qu'ils disparaîtront du résultat. On en tire aussi cette conclusion 
que l’intégrale définie prise entre limites — et + «0 dépend uni- 
quement des quantités 


—+- RH OR 
cosmr dx sin MT dx 
EE D PERS “2: 
k T—a . T— 4 
[ce] — © 


Pis I dn(x — a)! 
jh COLE (ma) 


—+ co 
s. , [ : '4 
en excluant l'intégrale 1h cot— (x —2)x"dx, qui est amenée 


par la partie entière F(x) de la fonction f,(x), et dont la valeur 
serait infinie ou indéterminée. Or on peut leur substituer, comme 
nous avons vu, celles-ci : 


I 


27 2T 
I I I 
| COS MT COt—-(T — x) dr, cf sinmæCcot-(æ— a) dx, 
2 2 2 2 
0 0 

l 
dcot-(æx— a) 

2 


2T 
I 
COt-(T — à) ————— dx, 
JÉ 2 ) dx" 


0 


D | = 


dont voici la détermination. 


IV. Nous considérerons en même temps les deux premières, et 
j'appliquerai, comme s’il s'agissait d'obtenir les intégrales indéfi- 
nies, la méthode générale exigeant qu’on mette sous la forme 
H(x) + b(x) les fonctions 


1 I 
cosmæcot-(æ—a), sinmæcot-(x—a), 
“) 2 


afin de donner un dernier exemple de ces transformations. For- 
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mant pour cela la combinaison 
1 Es, I 
cosmæCcot—-(r — a) + ÿ—1 sinmmæcot-(x— a), 
2 2 


dont la transformée en 3 — e*Y—! sera 


2 di y — 
"AE Cri EE 


gr 


si l’on fait a; — e“Y=!, nous n’aurons qu'à extraire la partie entière 


de la fraction en écrivant 


LE di anri 
EU — — zgm —— 2€: gm—1 —+- 2 ai gm--2 + se —— 2 a —— FERRER 
& — dd: 3 — 


Qu’on remplace maintenant £ et &, par leurs valeurs, la quantité 


” 
Ranri 
a par 
D Em NC2 À 


I 
— an [+ —1COot- (x — a)|, 
2 


en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, 1l viendra 
aisément 


l 
cosmæx it Ces a)=+sinmx+2sin[((m—1)x+al| 
+2sinf(n—2)r+2a|+...+osin[t+(m—1)a] 


; I 
+ sinma—cosma cot-(x— a), 
2. 


< I 
sin mæœT cot=(æ — a)=—cosmx—2cos[((m—1)r+a] 
— 2cosf(m—2)x+2a]—...— 2cos[r +(m—1)a] 


; I 
— cosma — sSinmacot-(r — a). 
2» 


Nous urons de ces égalilés 


2T I 2T \ 
cos mæcot-(x— a)dxr —=+2Tsin ma — cosma cot-(æ—a)dx, 
2 è 2 
0 


0 
2T 2T 
; I Ù 
sin MæCOt-(r--a)dx = —2rcosma— sin ma f cot-(x—a)dzx. 
2 2 
0 0 


Or on a établi (p. 59) qu’en supposant 


a —G+BY—1, 
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2T : 
jl cot-(æ— a) dx 
0 ; | 


a pour valeur + 27 ÿ — 1 où — 274 —:1,suivant que $ est positif 
ou négatif; dans le premier cas nous aurons donc 


l'intégrale 


2T 
I 

cosmaæ cot-(x — a) dx 

9 2 


ur 27 (+ sin ma — Vies I cos ma) = —97T Ve [ emav—i, 
27H | 
Âl sinmæcot-(r—a) dx 
5] 
0 FA 
= — ar(cosma + ÿ—1 sin ma ) —— 27remav-i, 
et dans le second 


27 
I 
il cosmæcCot-(xæ — a) dx 
2 
0 


F ar (+ SIN MA + /—1 COS ma) =+T Ve I e-mav=—i, 
2T 
1 sinmæxcCot-(x — a)dx 
2 
0 
= — 2r(cos ma—WY—15sin ma ) = —9re-mav-1, 
Considérant ensuite l’intégrale 


I 
dn cote (æ— a) 


2T I 
COt—(T —4@ 2 ——— 
IRC | 


nous partirons, en supposant d’abord nr = o, de la formule 
t=(æ— a) cot=( ) 
COUT | ES EE 4 / 
2 2 


I I I 
=—i+eotf(a— a) foot E(œ—a)— ot E(æ— @)|: 


on en tirera, en désignant par (a) et (x) des quantités égales à 
l'unité en valeur absolue, et du signe des coefficients de ÿ—1 
dans a et «, 


27 


Ù I 
if cot=-(æ—a)cot-(x—a)dx 


=—2m+amcot-(a—a)[(a) —(a)] VAS 
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Supposant ensuite »? >> 0, la partie entière qui était tout à l'heure 
une constante n'existe plus, et la décomposition en éléments 
simples donne l’égalité 


Ù 
dn cot= (æ— a) 


I 
cot—(T —4 
2 ( ) dx"! 


I I 
D Cor Crea) a cot= (— a) 


deot=(x— a) dn cot=(æ— à) 
+ À, De eo dote AS DRE , 
d’où 
2T 2 dr co (x — a) fé 
f COLE (6 — œ)———— de = an[db(a) + A(a)]V— 1. 
2 0 e f 


Or, la relation générale établie page 63, 


—H — 
À + Ub+...+L=— Let eme 


D. 


4 


conduit, dans le cas actuel, à la condition 4 + À — 0, les quan- 
tités G et H étant nulles quand n est égal ou supérieur à l’unité. 
Ayant donc immédiatement 


I 
dr cot—-(x—a) 
1 LE 9) 
RO due , 
on en conclut la valeur suivante : 


I 
°T di cot-(æ— a) 
I 2 
COt—(D— 4) ——.——— dx 
è 2 dx!" 


dn cot—(x— a) 


D [(a)—(a)]—1. 


Mais le cas particulier de a — « fait exception, car alors on doit 
poser 


[ 
dt cot-(x — a) 


1 
cot—(æ —0 
/ St ) dx! 


1 
4) d'+1 cot= (æ 
Soin db n1 








I 
dcot-(x 


dx 


4) 
= je cot=(æ—a) = : 


Le 


dx'ri 
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or, un calcul très facile donne 4 — 0, l'intégrale, dans ce cas, est 
donc toujours nulle, sauf le cas unique de 7 = 0, où la relation 


Vrel 

dcot-(x— x) 

COUT a) FRE 
2 dx 


conduit à la valeur 


2H ' 
f cot?—(x — a) dx =— 27. 
à 2 


V. Pour passer des résultats que nous venons d'obtenir aux 


valeurs des intégrales 


F2 Ho 
© cosmx dr * sinmx dx 
TRS EEE RE 

T— T—a€a 
— ©@ — œ@ 
I 
dr cot-(x — a) 


jar [ 2 
ji: COR) 


100) 


il ne nous reste plus qu’à considérer le coefficient de l’indéter- 
minée À, afin de reconnaître si elles ont, en effet, une valeur entè- 
rement déterminée. Or, à l’égard des deux premières, les facteurs 


2T 2 
1 cos mx dx, iL sinmx dx 
0 0 


étant nuls, ce coefficient s’évanouit, et nous avons par conséquent 


+ 2T 
cosmzx dx I I 
D cosmæ Cot—(x— a) dr —=—7Ty—renmav-1, 


EE RL 2 


+ sinmr dx I 40 I 
ï MEET ef sin nx cot—(x — a) dx =—remav=1, 
2 
F2 0 


ou bien 
+ 
© cosmx dr 2h 
PR ME i —jJe-mav-i, 
x— a 
— © 
+ snmx dx = 
en VE NCIS 
x—a 
— © 


suivant que le coefficient de TE 1 dans & est positif ou négatif. 
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Relativement à la troisième intégrale, la quantité 


2T : 
ik cot—(x — 4) dx 


"4 


est toujours différente de zéro; mais l’autre facteur, qui est 

d'(æ— a) 
dx" 

dans le cas de n» — 0; l'intégrale 


l'unique résidu de est nul pour toute valeur de », sauf 


I 
+æCOt-(T — 3) dx 
2 


fl ra 
— oo 


est donc seule indéterminée, et l’on a généralement 


< } 
dn cot—-(x— a) 
na dn re DL ) —— 


dx" 


Observons enfin que les constantes «a et # doivent être IMagi- 


naires pour que les quanLilés 





ot=(x ) 
C — Des 
TX — ?) 


ne deviennent pointinfinies entre les limites des intégrations. Une 
exception importante est toutefois à remarquer; elle concerne 


+æ 
Sin NT 
——— dd, 
Ua 
700 


MO UN/LP A ; : 
la fonction —— restant finie pour x — 0. La valeur qu’on obtient 


+ _- 
sinntT 
mr, 

T 
— © 


offre cette circonstance, qu'il est aisé d'expliquer, d’être indépen- 
dante de m. Effectivement, si l’on fait mx — 3, m disparaît et l’on 


—+- co . —+- . 
sinmrT sin z 
——d1r— da. 

æ 3 
co — © 


l'intégrale 


alors, savoir 


trouve 
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La même substitution permet semblablement de ramener les 


+ + : 
* cosmx dr sin mr dx 
rm 9 mm 
Æ— a De; : 
— œ@ — 00 


où m est non seulement un nombre entier, mais une quantité 


intégrales 


réelle quelconque, au seul cas de m —1, car on en déduit 
+ © 
“ cosmæx dx =. ” cos z dz dz 
1 6 3 — ma mt 4 (16 7 
— © 
Fo sinmæ dx = : co sins ds 
Te = (d = 3— ma 
— 0% 


\ 


Mais, en donnant, comme nous l’avons fait, à la transformée en 


et 


3 les limites — æ et +, nous avons supposé implicitement m 
positif, et dans l’hypothèse contraire les limites doivent être inter- 
verties, de sorte qu’on aura alors 


—+- co . —- co . 
jf sinnmx dx 1h sinx dx 
= = — — = — T, 
x x 
— © 10 


De là ce fait remarquable et important en Analyse, que l'intégrale 
+ 
sin nm Tdxr ; d ; 
“E ——> envisagée comme fonction de m, est constante et 
égale à +7 ou à — 7, suivant que la variable est positive ou néga- 
tive. Mais voici d’autres exemples de fonctions discontinues obte- 
nues sous forme d’intégrales définies. Considérons les expressions 


sinarsinbr sinarsinbærsincæ 
FRE ET Time dx, 
T°? DA 


que 1e vais d’abord réduire par la méthode générale à des quantités 
explicites et transcendantes 


cosmx dx sinmx dr 
LS FREE TS ET el SE EE 
x z 


Faisant, à cet effet, pour un instant 


U = sinaxsinbx, V= sin dx sinbrsiner 
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J'aurai d'abord 


U d 
= fUda)=— a+ fe D dx, 
ax 


LE 1271) æT1) ] 2 
er =: fv d'(x-1) We Jai LV d(x dV r| pt fa € Ve 
2, 











de. ) dx dx dx? 


et les identités 
2U = cos(a — b)x — cos(a + b)x, 
4V= sin(a+b—c)r+sin(b +c—a)r 
+sin(c +a—b)x—sin(a+b +e)a 
donneront immédiatement 


dU _. 
_ =—(a—b)sin(a—b)x+(a+b)sin(a+b)x, 





—=—(a +6 —c}sin(a + b —c)x—(b + c — a)? sin(b + c — a)r 


—(c+a—b}sin(c +a—b)x+(a+b+c}sin(a+b+c})x. 


Nous tirerons de là, en observant que les quantités en dehors 








des intégrales s’évanouissent aux limites + — — 0, x = + , 
ee : 
sinaærsinbxr 
f'"snarsine 
a? 
7 — Do 
œ— b sine bre di 0 F*sin(a+b)r 
= He eRe eer (GES NES 
2 2 . UR 2 


— 


or, & et b étant positifs, on en conclura, pour 4 — b > 0, 














FT? sinaxsinbr 4-0 die 0 
mn UN = —— T + Tr = DT. 
a? 2 > 
— © 
et, pour «a —b<o, 
FT? sinaxsinbæx ii db | 
————— dx = T + TT. 
x? D} 2 
— © 


de sorte que l'intégrale a pour valeur le produit par 7 du plus petit 
des nombres a et b. 
H. — III. ‘ 0) 
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Maintenant, la relation 


oo. Ë . 
sinar sinbrsincæ 
7 

LA 
— — D 
‘e + : \ 
(a+b—c) sin(a+b—c)x 
à a 


ÿ T 


0 


lb e— a } [RUES 
————— — ar 
n) je Gé 


—— 00 


— 


(c+a-—b} JT ARESSSS 


de ; FA 
7 — 
(a+ b+c}) Fésm(at bc 
) 
ES RE 
) RCD A 


aura semblablement pour conséquence que l'intégrale du premier 


membre, sous les conditions 


a+b—c>o, b+c—a>xo, c+a—b>o, 


sera la quantité 


(2ab + obc+aca— a bc); 
“1 


tandis qu'en renversantle premier, le second ou le troisième signe 
d'inégalité, elle aura pour valeur abr, ber, ou car. Les hypo- 
thèses faites sont d’ailleurs, comme on sait, les seules possibles, en 
admettant que les constantes &, b, c soient positives. 








SUR L'ÉQUATION ++3°—2-+u 


Nouvelles Annales de Mathématiques, »° série, t. XI, 1872, p. 5. 


On doit à Euler les formules suivantes, qui vérifient identique- 
ment cette équalion : 


CES ES fE —3f 8) De 3 912), 
ECS 88 — fs + Sf &)(f°+382), 
(ff 24+32"? un PALIER PAR Pape a + 3 ga 
CES EP) CT es +Sfe —3f's)(f +861), 








et M. Binet, dans une Vote sur une question relative à la théorie 
des nombres (Comptes rendus, t. XIT, p. 248), a observé qu’on 
pouvait, sans diminuer leur généralité, les réduire aux expressions 
plus simples : 


æ=+(a+3b}—a-5b, 


Y=—-(a +36} + a +30, 
3=+(a+3b)(a+3b)—:1, 
u=—(a+3b?)(a—3b)+1, 


où n’entrent que deux indéterminées «& et b. Je me propose de tirer 
ces résultats comme une conséquence de la propriété générale des 
surfaces du troisième ordre, consistant en ce que leurs points 
peuvent se déterminer individuellement. Soit donc # —1; j'ob- 
serve qu’en désignant par 4 une racine cubique imaginaire de 
l'unité, les droites 

T = 4, X = à*, 


D En ER 
NA 4°, Dis 


sont entièrement situées sur la surface 


116 OŒUVRES DE CUARLES HERMITE. 
Cela posé, une autre droite, représentée par les équations 
æ= az +0, 
Vie pets 


rencontrera chacune de ces génératrices, si l’on a les conditions 





RE) es q 
a u?—p 4 
a D ke. he. 
a di pne 
d’où l’on tire ; 
DEN —- dE, 


[41 


et les coordonnées :,, :, des points de rencontre seront respecti- 
“LT, | 
vement les quantités 





Or l'équation 
(azs+b}ÿ+(ps+aq}= 3121 
devra admettre pour solutions 


Sec), T'as 


la troisième racine sera donc une fonction rationnelle des coeffi- 
clients, qui s'oblient aisément comme il suil. 

Développons l'équation en nous bornant aux termes en 33 et z?; 
nous en conclurons, pour la somme des racines, l'expression 


: ab + pq | 


Z 31 + Ze 
j LG 00e 
Mas on a 
& + 42— 9 D 195 
Z1 + S2 — = — , 
a «a 
donc 
00 ab + p?q 
E a lea te 


Il vient ensuite, si l’on remplace p et 4 par leurs valeurs en @ et b, 


DE} at (e0) 
L'RE a(i— as — bà) | 





SUR L'ÉQUATION æ3+ y3— 35 + ui. bi 
et de là résultent, pour x et y, les expressions 


eut (+b+b?)(1+2b)— a 


‘ . 2 
1 — ai— b3 


(+0 Et} ai(1+0b) 
ici a(i— a3— bi) k 


: 4 ; 'AR , I £ 
Elles se simplfient, si l’on écrit, au lieu de à@, =» etau heu de à, 
b 
7 en prenant ces nouvelles formes, savoir : 


Fe (a+ ab+b)(a+2b)—: 
= 
(a +ab+b}—a—20 


) 
as — bè— 7; 


ES 
o” 


(a +ab+b}—-a+b 
ai — b3—: 4 


[A] 
| 


et, en revenant à l'équation homogène 


DR VÈ—= 2 + U*, 


nous obtenons ainsi pour solution : 
æ=(a+ab+b)(a+2b)—1, 
y = (a+ ab +b?} — a — 2b, 
3 =(a+ab+b}—a+ b, 


u—= @i— b—i=(at+ ab + b?)(a— b)—7. 


Or il suffit maintenant de changer b en 24 et « en a — b pour 
que ces formules deviennent 

æ =(a+3b)(a+3b)—1, 

J =(a?+3b2}— a—30b, 

3 = (a+ 302} — a+ 50, 


u—=(a?+3b?)(a—3b)—1. 


Ce sont précisément celles d'Euler, sauf que +, y, z, u sont 


remplacés par z, — y, x, et — u. 





SUR L'ÉQUATION DE LAMÉ (') 


Extrait des feuilles autographiées du Cours d'Analyse de l'Ecole 
Polytechnique, par M. Hermite, 1'"* Division, 1852-1873, 32° leçon. 


Dans la théorie de la chaleur, Lamé a été conduit à considérer 
l'équation différentielle suivante : 
dy ., dy 


il ,< RER —+ 2 4 pe — (a TXT + b)y, 


dans laquelle X'est un polynome du troisième degré de la forme 


X = x(1—x)(1— K?zx). 


Dans le cas où a = n(n—+1)K?, » étant un nombre entier, 1] se 
trouve qu'on peut satisfaire à l'équation de Lamé en prenant pour y 
un polynome entier de degré », pourvu que D ait pour valeur un 
certain polynome entier également de degré ». Nous ne traiterons 
pas celle question etnous nous bornerons à supposer a=n(n+1)K", 
b restant complètement arbitraire. 
En appelant & et 0 deux soliftions particulières de l'équation de 
PI | | 
Lamé, la solution la plus générale de équation est 
VY=CuU+CS 


1 


ce et c! étant deux constantes arbitraires. 


Je dis que, si w et e sont convenablement choisies, le produit uv 





(1) Nous avons retrouvé dans les feuilles lithographiées destinées aux élèves 
de l'École Polytechnique, une leçon faite par Hermite pendant l'hiver 1872-1873 
sur l'équation de Lamé. Nous reproduisons celte lecon, qui, à notre connaissance, 
fait connaitre les premières recherches de Hermite sur une question qu'il devait 
approfondir queiques années après. E. P. 
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est un polynome enter en x. En posant 5: — 3°, ou 

3 = cu?+92cc' uv + c'?v?, 
je vois qu'il sera démontré que we est un polynome entier en x 
J Ï | V ? 
de degré n, si je prouve que 3 est un polynome entier de degré n, 
puisque «? el s? sont des valeurs particulières de 3; je pose donc 
z — y?, et ie cherche la transformée en 3 de l'équation de Lamé 

nel, I ) 
ou. en me placant à un point de vue plus général, de l'équation 
; , 5 | 


{Ay'+24 y =8 y, 


dans laquelle À et B sont deux polynomes entiers quelconques 
en x. J'aurai 





dz ; 
— = 9 y 
dx 29 
d?2z 
> = > ( V y” — y'2 ) 
des 


En multipliant par 2 A, 


F 


2Az"—=4Ayy'+4{Ay?=7y(By—2A'y)+4A7y", 
ou 


el, Comme 


En différenuant de nouveau 


[2Az"+ A'3'— Bzl'=8A7y'y"+ 4.7"? 
—=2V'(4AY' +2 APE), 





et comme 
4Ay"+21A'y =By, 
[2Az3"+ A'3'—Bzj'=2Byy, 
[2A4z3"+ A'z'—B:l'=8B:z. 
Telle est la transformée en 3. Si maintenant je développe le 
premier membre, 1l vient 


2A 3"+ 3 A'3"+(A"—92B)3 — B'z = 0. 


Je diflérentie » fois cette équation, et Je pose 
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Il vient, en supposant À du troisième degré et B du premier degré, 
comme dans l'équation de Lamé, 


Le n(n—1)(n en 2 A" 


2Au"+onA'|u"+n(n—1)A"l|u u = 0. 
d 
fl 
3n(n—1) 
“a LA OA DUR PE À 
+ A'— 2B + n(A"— 9 B') 


— B' 


Considérons le coefficient du terme en « et effectuons les réduc- 
tions dans ce terme. Il vient 


n—1){n—2 3(n —1 : 
an a + as +1] — (on +1)B, 


3 2 
“(Rn+I)(2n +I near 
ar D GR ED np 
) 
Or,on a 
A=æx(1—x)(1— K?x), 
d’où 
AE IR ASS T106 0) 
B= n(n+1)K?x + b, 
d’où 


B'= n(n—+1)K?. 


On voit donc que le coefficient de w se réduit à zéro. Par suite, 
l'équation transformée en & est satisfaite quand on donne à uw une 
valeur constante quelconque. Donc 


En intégrant n fois, on arrivera pour la valeur de z à un polynome 
entier de degré n, ce qu'il fallait démontrer. Donc le produit we 
de deux solutions particulières convenables de l'équation de Lamé 
est un polynome entier en x de degré n, 


up Er), 


Nous allons maintenant chercher à déterminer w et ». Considé- 
rons le déterminant fonctionnel 


3=U v— uv. 


SUR L'ÉQUATION DE LAMÉ. 121 


h.: x 
D'où 
g'= up — uv”, 
4Az'=vxX AAu"—u X AA+", 
4Az3' = p(Bu—o2A'u)—u(Bv—21A'e), 
ou 

jAS —92A'(o0'u— pou), 
4A 3 = —2A'3z, 


2ÀA 3 + A'3 — 0: 


À est le polynome figurant dans l'équation de Lamé. Par suite. 


NT NZ 0, 


Le premier membre est la dérivée de Xz?; il en résulte que 
Aer const., 


ÿ ! 
Ubp—pu— ——: 


On a d’ailleurs, puisque ue = F(x), 


LOL E'(r). 


D'où les deux équations 





ou 














En intégrant 





22 C dx 
Logu = Log YF + ll : 
2. 





FVXA 

= UT Car 

Loge = Log VI oh 7x 
sf dre = 
u—=yF(z)e* RÉCIES 
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Nous avons donc la solution complète de l'équation de Lamé au 
moven des fonctions elliptiques, puisque X est un polynome du 
troisième degré. 


Si l’on pose 
x = sin?anul, 


l'équation prend la forme sous laquelle Lamé l’a étudiée. 


On aura 
dx d(sin amt) 


Re AMIS LIL AD TI Li 
«dt dt 





Or, en posant 
u — Sin am, 


on a 
du ROSES 00 SCT TUNER 
— = V(i—u?)(1— K?u*). 
dt 
Donc 
dr a 2 (TN CR F4 
HT Voi—u?) (— Kat) = 2 Vu(i—ut)(t eue VX. 
c 


Formons maintenant la transformée en {4 On a 




















ANS er DOUMe A 
dr Cdi drs dt ra 
dt 
LE AU OR ”. dy en 
dE CARS EIOTE ST 
| dx 
Or 
FA = 
2VX _—1dYX  —1 » EN — X' 
da DA CL 2 X à VX TOR 
EU Î 
D'ou 








I d2 V NI dy : ' d 
4 X ra HET RES — a > X _ 4, = [n(n +1)Kz al, 
| dt” 4X \ \ dd ; 2 VX dt 
ou enfin 
LE sr. 
TE = [n(n+i)kK?sin?amt+ 1] 7. 
C . 


————— ——— 








ON AN APPLICATION 


OF TIIE 


THEORY OF UNICURSAL CURVES. 





Proceedings of. the London mathematical Soctety, t. IV, p. 315-345. 


Extract from a letter to Prof. Cayley (Read May 8", 1875). 





Prof. Cayley communicated to the Society a letter, dated 
281 March, 1835, which he had received from M. Hermite. In 
connexion which some investigations on ellipuc functions which 
Prof. Cayley is engaged with, M. Hermite calls attention to the 
question of determining all the quantities 


4mK + 4 m'iK 


rl 


sinam 


in terms of the 72 + 1 roots of the modular equation 
HE EYE 0, 


without, as said Jacobi, the resolution of any equation. fs it neces- 
sary, for this purpose, to make use of the singular equations indi- 


cated by Abel between the quantities 





sinam —(4{4/7K + {m'iK') for ET EE 

Ji 
and the n'' 
And after referring to à remark on the employment of the 
theory of unicursal curves in his Cours d'Analyse de l'Ecole 
Polytechnique, and noticing that it is not only in the commen - 


roots of unity ? 
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cement of the Integral Calculus that these find an application, 
M. Hermite proceeds as follows : L have remarked that they give 


rise Lo a method of integration of equations of the form 


treated of by MM. Briot and Bouquet, in the Journal de l'École 
Polytechnique. 

Suppose, in fact, that the question is to determine the integral 
when itis an algebraic function of the independent variable. 

The question 1s easely resolved in all the cases where the number 
which determines the nature of this function is —0; thatis,ifit 


1S possible Lo take ralionally 
u = o(t), dl AE 


In fact, from this hypothesis, it follows that 


is also rational in {; wherefore it 1s necessary (although not suffi- 
cient) that, assuming | 
du 
Te (EP 
the curve 
ÉD 00 


should be unicursal. Deriving then, from this relation the rational 


expressions 
| ter Hu =6(00) 
we obtain 


4 o'(£ 
dx = es LE () 
re P(1) 


L oh t \ 
JB / - ( ] dt 
% ®P\ 12) 


But this integral can always be obtained rationally, and, in the 





and thence 





case where the logarithms disappear, gives the value of x in the 
assumed form. 


In the case where «w is of the form 


u = o(tangæ), 
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© being rational; making tangx — 4, we obtain 
D #5 


| 


= gt) +); 


à 
8 


therefore the equation 


LAPS Tr 


must give an unicursal curve; and a solution of this form presents 


RO CA) 
ef Ent 


æ = arc tang té. 


itself when the integral 





reduces itself to 


Again, lastly, assuming 


dx 


| d sinamxr 
U = © | SINamæT, ———— 


2 denoting a rational function of the sine-amplitude, and its 


derived function (this being the hypothetis of MM. Briot and 
| D - ro : DTA 17: 
Bouquet); it 1s clear that, writing sinamx — !, the derivative — 

dx 


as well as & must be a rational function of £{ and of the radical 





(i— 2)(1— AR), 
Consequently, the equation 
FD, u}= 0 


denotes*a curve of the species (deliciency) r. 
Thus the example XI of these authors, 


pi+(u?2—r1)p— au?(u?—1)t =0 


ne du UE ie 
e denoting sed here «a — 2e) On wriling 


p—(u?—1)t, 
gives 
LH dt 15418 


<a IT EPST NUE PET 3 8 Æ 
TR (+ À) (a— sas gr À 
5 5 5? 5: 
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[f then 
, 3 8 4? 
Re , 
5 52 5: 
we have 
(Hi) 1 4* (t+i)é 
U—= —— —, then mm 
75 5 
5 < 
whence 
du Sr dt 
Ut = — —=— = 
> VT 
whence 
OT A À: 
= — — ——— ° 


Consequently the question is integrable by elliptic funcuons 
The other examples are contained in the Lype 


p3—+ 3P02+ 4Q = 0o 
(with the condition P3+ Q = FR). 


P, Q, R being integral functions of « of the degrees 2, 6, 5. 
But this equation may be writen 


(6+2PR(o—P)=— 4(PI+Q)=—iR?, 


and on writing 
8 
0 Pen 


becomes simply 


3] 


m3— 3Pœ—92R—o. 


And this transformed equation being of the degree 3 in æ, 4, 
these two quantities, and consequently also 6, w, can be expressed 
as rauonal functions of £ and of an ellipue radical. 


LE : CAT : # ME : , 
lhe equation F (Tr u) gives rise to similar subsututions. 


SUR L'IRRATIONALITÉ 


DE LA 


BASE DES LOGARITIMES HYPERBOLIQUES. 


Report of the British Assoctation for Advancement of Science 


» 


(45 Mmeeling/#p. 22-23, 1853): 


On reconnaitra volontiers que, dans le domaine mathématique, 
la possession d’une vérité importante ne devient complète et défi- 
nitive qu'autant qu on a réussi à l’établir par plus d’une méthode. 

À cet égard la théorie des fonctions elliptiques offre un exemple 
célèbre, présent à tous Îles esprits, mais qui est loin d’être unique 
dans l’Analyse. 

Je citerai encore le théorème de Sturm, resté comme enveloppé 
d’une sorte de mystère jusqu’à la mémorable découverte de M. Sy1- 
vesLer, qui a ouvert, pour pénétrer au cœur de la question, une 
voie plus facile et plus féconde que celle du premier inventeur. 
Telles sont encore, dans l’Arithmétique supérieure, les lois de réci- 
procité entre deux nombres premiers, auxquelles est attaché le nom 
à jamais illustre d'Eisenstein. Mais dans cette même science et 
pour des questions du plus haut intérêt, comme la détermination 
du nombre des classes de formes quadratiques de même imvariant, 
on a été moins heureux, et jusqu'ici le mérite de la première dé- 
couverte est resté sans partage à Dirichlet. Enfin, et pour en venir 
à l’objet de cette Note, je citerai encore dans le champ de l'Arith- 
métuque, la proposition de Lambert sur lirrationalité du rapport 
de la circonférence au diamètre, et des puissances de la base des 
logarithmes hyperboliques. Ayant été récemment conduit à m'oc- 


#1, 


cuper de ce dernier nombre, j'ai l'honneur de soumettre à la réu- 
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nion de l'Association Britannique une démonstration nouvelle du 
théorème de Lambert, où n'intervient plus le Caleul intégral, et 
qui, Je l'espère, paraîtra entièrement élémentaire. Je pars simple- 
ment de la série 


2 








| x æ? PAL 

CETTE HR © +, ,., 

(| 12 ÉLIRE 2 

et posant pour un instant 

s F6 x? æ"! 

FOAEneE Le, NY SSSR 

fl 1.2 NE: 
ce qui permel d'écrire 
et— F(x) [ fe æh 
NS 
æ+1 10 MIRE A md 1.2, RL 


il suffira, comme on va voir, de prendre les dérivées d’ordre n» 
des deux membres de cette relation. Effectivement, on obtient 
d’abord 
U x {: 
DES = nr 





où D(x) est un polynome à coefficients entiers du degré », dont il 
n'est aucunement nécessaire d’avoir l'expression qu'il serait d’ail- 
leurs aisé de former. Nous remarquerons ensuite, à l'égard du 


terme 





Hier re ML : . : < 
Se que la diflérentiation, effectuée 7 fois de suite, fait 
ns 


disparaître les dénominateurs des coefficients, de sorte qu’il vient 


F(æ) : Di(æ) 


æ'+i LR æ?n+1 É 





D’ 


D,(æ) étant un polynome dont tous les coefficients sont des 
nombres entiers. De la relation proposée, nous tirons donc la 
suivante : 


et P(x)— pi(x) NS (Æ+i)(k+2)...(K+ n)ré 
a?2n+1 Type 1 2. TRADE . 
0 


ou bien sous une autre forme 


: / = (A +I)(K +)... .(Kk + n)rË 
ex P(r)— Pi(x) = gimt ni  — 


.K+2n +A 
MNT (k+i1)(kK+o)...(K+n)æxf 
120000 Ze LIN LORS 
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Or je dis qu'en faisant croître », le second membre qui jamais 
ne peut s’évanouir deviendra plus petit que toute grandeur 


; à , : A æ?n+1 x 
donnée. Il en est effectivement ainsi du facteur =, et d'autre 
I se Te 


‘ 
Je 


CRT SN LCR n\xr 


HA RUES ee \ : à 
part, la série infinie élant mise sous 


DHL +2... KE Oon HI 
Pare N [AS ARR RE x 4 ; 
a Iorme a — ; On reCOUnAIAUR elle 
th Oo ESGR LI 1.2...k 


ur o TS Dh 
a pour limite supérieure e? — a, car le facteur 
PS D UC RO le 


1.2...4+n 
n+I.n+2...K{+92n+i1 
est inférieur à l'unité. 
De là résulte qu’en supposant + un nombre entier, e* ne peut 


A < , b 
être une quantité commensurable — 


” car On aurait 
«a 


3 bP(xz)— a, 
et P(r)—D,(x) — | PLEERNES 


et cette fracuon dont le numérateur est essentiellement entier, 

d'après ce qui a été établi à l'égard des polynomes D(x)et D,(x), 
A de [! 

ne peut, sans être nulle, descendre au-dessous de mL 


L'expression découverte par Lambert 


et ere æ 
ÉRIC m2 
1} are ge 
Dates 


PE 


que j'évile ainsi d'employer, n’en reste pas moins un résultat du 
plus grand prix et qui ouvre la voie à des recherches curieuses et 
intéressantes. En supposant par exemple x = 2,0n peut présumer 
qu'il restera quelque chose, de la série si simple des fractions 
intégrantes ayant pour numérateurs le nombre constant 4, dans la 
fraction continue ordinaire équivalente, dont les numérateurs 
seraient l'unité. 

En eflet, 1l paraît que, de distance en distance, viennent alors 
s'offrir des quouents incomplets continuellement croissants. C’est 
du moins ce qu'indique le résultat suivant, dû à M. G. Forestier, 
ingénieur des Ponts et Chaussées, à Rochefort. 


H. — III. 
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Prenant l'expression que nous ayons en vue, à parur du terme 
{ : PL Dour arf ; cet 
où les fractions intégrantes sont inférieures à -, c'est-à-dire la 
p 


quantité 


EN 


NI. Forestier a trouvé pour la fracuon continue ordinaire équi- 


valente 


1 
q + 
J + ———— 
1 # ! . 


Joe 


la série suivante, des quotients incomplets, 7, g', q", ..., à savoir : 
. À 2 + 2 
2,2, 1, 20; 1, AO, AO, 01, 2, 113 7; 1, 09 10 SE S 


Ce) "à _ 


D'TTSTRRS 2 2 9 ve 
D, 707,22, 05 050 RE LA NE 
Or, on y voit figurer les termes 19, 20, 67, 145, qui semblent 


jusufier cetle prévision are 


(!) Les nombres indiqués ne sont pas exacts. M. Bourget, ayant exécuté deux 
fois les calculs, a trouvé lasuite 2, 2, 1, 20, 1, 10, 19, 1,0, 1, 2 CR 


, 
‘ 2 É +: af RUNY , D 
TON, 15093: 002280: 0, ME UE y ee Eure 





SUR UNE ÉQUATION TRANSCENDANTE. 


Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 
AR RAR ER PTE CN 


Soit f(x) une fonction rationnelle de la forme suivante : 


D RL 
Di il ET I LORS is 











les quantités &, b, ..., l'étant toutes réelles, et les coefficients A, 


B, ..., L réels et positifs; je dis en premier lieu que l'équation 





où & est une constante positive, possède 72 1 racines réelles, 
n désignant le nombre des quantités 4, b, ..., l, comprises entre 
— 1 et +1. Soit, en eflet, pour un instant, 


I 





Re T 
F(x) = loga — = — f(x), 


[ 
et désignons par £ et L deux termes consécutifs de la série 


DCR 2 l. 


«a, 


en supposant les termes rangés par ordre croissant de grandeur, de 
sorte que la fonction rationnelle /(x) soit finie et continue lorsque 
la variable est comprise entre les limites g et . 


1+r : 
, et, par suite, F(x) sera elle- 
IT? 





Cela étant, la fonction logz 


même réelle et continue entre ces limites, si on les suppose infé- 
rieures en valeur absolue à l’unité; or, ayant pour + infiniment 
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petit et positif 


- ï M 
F(g+Ee)=— —; F(h ER 


c'est-à-dire deux résultats de signes contraires, nous en concluons 
pour l'équation proposée l'existence d’une racine réelle comprise 
entre g et h. J'ajoute qu'il n’y en a qu'une; car, en prenant la 
dérivée de F(x), on obtient cette expression positive pour toutes 
les valeurs de + entre — 1 et +1, savoir 

; À B 0 


FT) = © + © + ————°© ++ —— 
67 I—x? (æx—a) (x—b} (x = 


o1Q 


de sorte que F(x) va continuellement en croissant depuis — 
Von: | Ve 
jusquà + —, et ne s’annule par conséquent qu'une seule fois. En 


désignant donc par # le nombre des quantités «4, d, ..., L, qui 
sont comprises entre -—-1 et +1, nous prouvons ainsi que l’équa- 


uon proposée possède 7 — 1 racines réelles; mais ayant 


e 





Pre) ]lose 


eo 


quanuté infiniment grande et négative, on voit de plus qu'il existe 
encore une racine comprise entre — 1 et le terme le plus voisin de 
la suite 4, b, ..., l; enfin une dernière racine se trouve pareille- 
ment entre le terme le plus voisin de l’unité et l’unité, attendu que 
l'expression 





F(i—e)= log 


est infiniment grande et positive. 

En second lieu, je dis que l'équation proposée ne peut admettre 
aucune racine imaginaire dont le module soit inférieur à l’unité. 
Soit, en eflet, x—=2+$4—1 une telle racine; on trouvera 
d'abord 


fa FÉVR is se PRE 


a—a) + fi? RE EN: 
me s B 
nl 6e 


ce 
a—a}+ft (x—db)+ 8? 


Pour calculer ensuite la valeur, que l’on sait être unique et entiè- 
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L 


Go 


em 7/3 


— lorsque, conformé- 





rement déterminée, de l'expression log 
I TT 





ment à la supposition faite, le module de æ—3+8#—1 est 
inférieur à l’unité, J'emploierai la relation, aisée à vérifier, 


à AA a 
los —— — LA g 
°1—XT L 
/ T 











I 
Le — a+ 0?, 
P 
7 +1 _ + 1 d=z 
I és 3 à 
an 1 pa—By— 1) —3 
e/ = | 24 
+1 Je , +1 > 
an (poa—<z)dz _ , — dz 
( 22 -\2 _1_ 02 DT 51 A æ \9 (22 
; € 1 PRE") FN 22 . I COTES 


et l’on voit ainsi que le coefficient de 5 Ve 1 est la quantité essen- 
uellement positive 


Ayant donc, pour ce même coefficient dans l'expression de 
— f(a+8V—1), 
une quantité qui est également positive, à savoir 


A B 
nous reconnaissons que la partie imaginaire de Fa OV ne 
peut jamais s’évanouir, de sorte que notre équation n’admet, 
comme nous voulions l’établir, que des racines réelles. 

La relation précédemment employée, à savoir 


el 

IT dz 
log == ——— 
[— T 
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donne lieu à cette remarque que, en posant 








I ZT 
== «a, 
Fe 
d’où 
+1 
dz 
log a — ARBRE" à 
a+I 
— 4 
VE DEA 


celle des valeurs en nombre infini du logarithme qui se trouve 


« 
ainsi représentée par l'intégrale définie est l’intégrale f —; en 
e/1 rs 


supposant que la variable : décrive la ligne droite joignant les 


deux points qui ont pour affixes 1 et «. 





EXTRAIT 
D'UNE 


LETTRE DE M. Ca. HERMITE A M. Pau GORDAN, 


SÛR L’EXPRESSION Usinx + Vcosx + W, 


è LE MS 


Journal de Crelle,; 1.16, p. 303-312. 


.… En attendant, c'est des fractions continues algébriques que 
je prends la hberté de vous entretenir, ou plutôt d’une extension 
de cette théorie, ayant cherché le système des polynomes entiers 
en æ, U, V, W, tels que le développement de l'expression à trois 


Lermes 
Usmr ke Vcosr + W 


commence par la plus haute puissance possible de la variable. Ces 
polynomes forment une série doublement infinie, ainsi que pou- 
vait le faire présumer l’analogie avec la théorie arithmétique des 


minima successifs de la quantité 
æT+ay + bz, 


où & el b sont des constantes numériques, 7, y, 3 des nombres 
entiers. Ces minima s’obuennent, en elfet, par la réduction conti- 
nuelle de la forme quadratique ternaire : 


: y? x 
(r+ay+bz} + — + — 
9 À 


où entrent deux imdéterminées % et 5 auxquelles doivent être 


attribuées toutes les valeurs de zéro à l'infini. La première série 
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conduira à la fraction continue de Lambert : 


7: 

tangr = : 

A 4 
I — - 
É a? 

SESE 
8 stt 

et s’obluent ainsi. 
Soit 
A SINT, 


puis successivement 


1 3 
Ar Î ArTdAT = Sint—T COST, 
0 


1 6 
As — f A,x dx =(3—x?)sinx — 3x cosx. 
0 
L 


Ag Î A,x dx =(15—6x?)sinx — (157 —xà) cosx, 


et, en général, 


FT 
Aer — [ ART dx. 
Les formules élémentaires 


f cosx F(æ) dx = sinx #(x)+ cosx £' (x), 


e 


f sinx F(æ) dx = sinx f#'(æ) — cosx f(x), 


où l’on suppose F(x) un polynome entier et 
f(z)=F(z)—F'(r)+F"(x)—.…., 
montrent que À, est de la forme U sinx + V cosx, U et V étant 


des polynomes enters dont l’un est du degré x et l’autre du 
degré n — 1. En second lieu, si l’on part du développement en 





série : 
PA TS 
ÂA =sinr —=æ— HR © —,,, 
ET RET: : 
on en conclura aisément 
a?2n+1 æ2n+3 
A» — = ——— sé 





A RS PAS LR 152,90 0H 


ne 


SUR L'EXPRESSION U sinæ + V cosæ + W. l 
ou encore 


= Le E mal: 
A,= g2n+1 Ÿ | I { DRE , 
dd}, (24 +1)(2k4 +3)...(24 +on+i1) 1.2.3...2% 

0 


Le premier terme de cette série élant en x?**t!, vous voyez que U 
et V sont bien les polynomes qui résultent de la théorie des frac- 
Uüons connues. Mais on peut y parvenir par une autre voie. 

Soit 








sinæ 
\l — ) 
TL 
puis successivement 
1 du SiINnT — TCOsST 
al, RSC Vers M Nommer ere 
Te hr 
: 1 dU; (3—x?)sinx — 3x cosx 
= — — —— —  ——  ———— ;, 
ad Le 
1 dU; (15—67?)sinr —(15x —a)cosr 
= — — © ———— —;, 
Dee æ? 
et, en général, 
| Ï du, 
Us: FE REUrT : 
LUdr 


On reconnait immédiatement qu’on aura 


Usinz + Vcosx 


æ?n+1 


U et V étant encore des polynomes dont l’un est de degré » et 
l’autre de degré 7 — 1 ; on obtient aussi facilement la série 





Mr RE rire 0e Por np-prossenemgner dr me 
HS OS RS TL : DR OP ne © 
Il s'ensuit que 
FRET 
n æ2n+1 ? 

et, par conséquent, 

A h+1 I d A» : 

a?2n+3s no T dx x 2 12 +1 
c'est-à-dire 

d'A» 





eL 
dE A 
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mais 
dAh 
dr 





Æ Annie) 
el nous parvenons entre trois Lermes consécutifs à la relation 
Anton +I)A» = AL (T7 


De là se ture la fraction continue de Lambert, et l'équation diffé- 
renuelle des transcendantes de Bessel. Il suffit, en eflet, d'observer 


\ HICAR} \ ad: A . 1 GAS 
An1= — > An =, RE 
TU É rx? \ dx? x dx 


que 








pour passer de l'égalité 
A} = ( DETLEUT ASS — À Ho te 
à celte Équalion si connue 


d2 A» DIT dA 71 


dx? zx dx 








+ An = 0, 


dont une seconde solution est donnée comme :1l est aisé de le voir 
par la formule 


\y= Ucosr— Vsinr. 


Je vais maintenant sorur du domaine des fractions conunues, et 


définir une seconde série de polynomes U, V, W, en posant 


F7 de 
FR Î be 


puis successivement une troisième, une quatrième, elc., par les 
relations semblables 


JT 


G= f Bihur D,= | Crar SR 
0 


At) Ce 
Les formules déjà employées 


f cosx F(x})dr=sinr f(x) +-cosr f (m) 
| sinæ F(x)dx=sinx f(x) —cosæ #(x) 


e 
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donnent la composition de ces quantités, el montrent qu'en dési- 


gnant par P, le terme général de la série de rang p, on aura 
P,= U sinx -- V cosx + W, 


ÜU et V étant des polynomes entiers, l’un du degré », l'autre du 
degré »? —1,et W de degré p — 1. Or le développement 


- le = ! Q * ‘ . ! / f . ! ‘ ÿ Ær2k% 
7 2 +2 2KX +4)... +- et dt oi 
P, AN » À PR mA). ..(0.Â 2n)(—1) "x , 
si |: 1.2.3...24 +97 +Dp 
6 1 


0 


dont le premier terme est de degré 2x + p, a bien la forme voulue. 
A . , « . s . 
Ces mêmes quantités peuvents obtenir d’une autre manière comme 


il suit. Posons, suivant que p est pair ou impair, 














Sp F ; I 
Cr) x? rt Jp æp-? 
D ———— | cos x — 1 + — © +. (2 ——— 
TP Le? HR A L. 244.08 
ou bien 
pete 
Et) ? À 23 pre xh—2 
Ÿ SINT — x — = — -(— 1) ? 
Le 12270 1.2.::P—2 
el faisons successivement 
1 dY 1 dY 1 di 
RE Ÿo = — — pis *) Dai = — — LR 
r dx x dx % d£ 


Cette loi de formation donne très facilement le développement 


en série de Ÿ,, en partant du développement de Ÿ, à savoir 


I x? VA 
FR 0 ..…. 
le P 12 DEF ) [.2 PTE I 
On retrouve ainsi 
y \ (ok 9)(2k+1)...(2k+on)(—r)fxt# 
D, — 7 - FS Gas = STE RSR PT 2 m2 ER, 
dé [2.3 0K +2n+p 


0 


ce qui conduit à la relauon 
De 
Par er qn+p 2 





d’où l’on tire, comme pour les quantités A», celle-ci : 


Phi = (2n +p)Pn RP Co ET 
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al} 


Mais la dérivée 
dx 





est le nième terme de la (p— 1)" série; fai- 
sant donc 


P = 92; 3, 4; 2, 
nous aurons successivement 


DB: —= (2 / —- 2) B, — Av, 
Cain =(on+3)C:—B;7, 


Dysi=(2n +4)D;— Cx, 


J'ai calculé par ces formules et celles qui concernent À, les valeurs 
suivantes : | 


AI=SINnT — COST, 

A>3=(3—zx?)sinx — 3x cosx, 

A3=(15—62?)sinr —(15r —zxi)cosr, 

A, = (105— 45221 gt)sinx — (105% —10z%)cos7, 

A5 = (945 — 420%?+15xt) sinx — (915% —10523+ 5) COST, 


EVE An Us the "EU ete 010 6,6 H1840,8 ec) sie es, en v1e,610 © 6 05 1e nn 6,6 F2 0 9000 NEA SUN RP 


By, =— cosr +1, 

B; = — x sinæ — 2 Cosx + », 

Bs = — 5æsinxr —(8— 7x7?) cosxr +8, 

B; = —(53x — x) sinx — (48 — 9x?) cosxr + 48, 

B,=—(2797 — 1443) sinx — (384 — S7x2+ xt) cosx + 384, 

B; = — (28957 — 18543+ »5)sinx — (3840 — 9757? + 20%*) cos æ + 3840, 
Fe ME PT ee NET L' 
Co = — sinx + +, 

CGi=—3snr+rcosr +27, 

Ca=—(15 — x?)sinx + 7x cosr +— 8x, 

C3 = — (105 — 12%?) sinx + (57% — x) cosx + 48%, 

Ci=—(955 —14127+ xt) sinx + (5617 — 1823) cosx + 381. 


% wo) 000 te D sa sets S,6 he) ia ee Ale late ne Are 5 06,0 + 013 5 s0/8 70) es RE SR 


D,=xrsinxr + 4Acosx +x?— 4, 
D2 = 9x sinr-+ (24 — x?) cosx + 42?2— 21, 
D; = (87% — x3) sinx + (192 — 15%?) cosx + 247? — 10», 


0,29 5 69.0 0 0191» 67e tr. 6lote te 5915 606 ER D RNO TS DS 6 ae pers eee > Vue DIS RS NI 
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C’est maintenant, Monsieur, que se présente une question arith- 








métique d’un grand intérêt. Supposons x —5, en faisant pour 
abréger 1 
SIN £ e eT 1 ) : e + e—1 
= — = ———, h'= cost = —————; 
l 2 ) 


la quantité 
P,= U siux + V cosx + W 


prendra la forme suivante, 
en+p(uh + oh + w), 


où & et 6 sont toujours des nombres entiers, @ pouvant être frac- 
tionnaire, mais devenant également entier quand 7 croît au delà 
d’une certaine limite. On a, en eflet, 


1 


W=—(— vi D CHR PEUC Re T).". UP k+an—2)(—1}" æ# 


] 
VND. À 


DD UPPDOSanL Æ— 0,2, 4, ..., D 2,51 p est pair, el 


k—1 
x UNS ol 1002 (D —— 440 n—=0)(CETNAET 
M1) : D RP — À F2 na RSEEES 
est LOS PR 
en faisant k— 1, 3, 5, ..., p—2, si p est impair; or, dans les 


deux cas, 1l est visible que le coefficient 


(p—k)(p—k+o2)...(p—kK+on—o) 
D Des JC 


finit par devenir entier. Cela posé, les divers systèmes des nombres 


TU, SENTE G,=—= 


donneront-ils des minima de la foncuon linéaire æh + yh+ 2? 

Vous connaissez la découverte mémorable de Dirichlet sur les 
minima des fonctions linéaires, à un nombre quelconque d’indé- 
terminées; en arithmétique elle me semble, si je puis dire, aussi 
importante que la théorie des fonctions elliptiques pour l'Analyse. 
Mais, tandis que les fractions continues sont d’un emploi usuel, les 
applications numériques des théorèmes de Dirichlet restent comme 
impossibles, et à cet égard je reconnais n’avoir encore guère avancé 


la question, en déduisant ces théorèmes de la considération des 
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formes quadratiques. Me plaeant toutefois en ce moment à mon 


point de vue, j'envisage les minima de la forme 


, ; , ; T° FA 
f=(xh+yh+s:}- — + ee, 


: mie _ - : I % a SŸ* 
où & et 5 sont positifs et dont l'invariant est D — —: Ces minima 
aÙ 


i 
sausfont à la condition f 4/2 D; or le produit (4x +ky+z} — = 


4 


x? x° 
(6 / 


. j 3 « $ . . , 
a pour maximum (3) , d’où cette relation indépendante de z et 


SAVOIT : 
s} 
(Az +hy + s)xy < VE : 
ET 
En appliquant ce critérium aux nombres donnés par les quan- 


utés B,, on reconnait immédiatement qu'ils ne peuvent convenir; 


mais dans les séries suivantes je trouve 


ee . : 1 
LC>=16h —5h—*: nl ele 
2 0 as EP 
= ! I 
D;,=— 9h +25 — 98 = ———— +... 
: De OLTEN 
| , ; I 
D, = — 85h + 2074 — 016 = — ——— —..., 
De Le 0 1] 480) 
CET D Jo a / ! I 
EEs=— 553 + 1240 — 000 = —————————————— +... 
D 9470-00 
à + : : ne [ 
F3 = 166 — 501 LR — 578 = ———————————— + 
Dante Le OA OLA LINE 
‘ ) 279 ! bon ll 
F,= 2325  — 6136 — 6756 = — - LEE 


et vous voyez que la condition requise est complètement remplie, 
le calcul par logarithmes donnant dans le dernier cas 





— 0,06006. 


Mais je reviens à l’Algèbre, pour considérer les expressions 
ralionnelles approchées de sinx et cosx données par deux équa- 
Uons telles que 


A O, br O 


SUR L'EXPRESSION U sinx + V cosx + W. [, 


= 
ve 


ou bien 


» R, A : @ | - 
De 0. Gr 0; ne 0 DAETO, 


Dans le premier cas, par exemple, on trouve pour # —1,2, 3 ces 


valeurs : 





; 2% 24 TX 7207 — 48 x 
D DD NA 20 no: ns RS 
De RS Si DSL ET LL AO Er) 202 bTrrt LE 79 
. 24 — 8 Tr? 720 — 288 x? 
COST = —— = —— = ——————— \; 
D + dv? 24 + 4X? + dt 720 TITLE OT TS 


el, en général, il est aisé de voir qu'elles seront de la forme 


COSX = R’ sinæ — Fe 
R, S et T étant des polynomes entiers dont les premiers ren- 
ferment seulement des puissances paires et le troisième des puis- 
sances impaires de la variable. En déduisant d’abord des relations 
proposées | 

COST + 1 SInT — es 

R 

J observe que, si l’on change x en — x, on se trouve amené à une 
expression entièrement réelle de l’exponenuelle e*, par une frac- 
uon dont le dénominateur ne contient que des puissances paires. 
Sous ce point de vue plus simple, je remarque qu'en posant 


B(T)=G+ GT + tt +...+ anr? 
on peut, en général, disposer des coeflicients &,, &,, ...de manière 
que le produit e" b(x) ordonné suivant les puissances croissantes 
D 0e des 7 termes en z"Pp*!, gntphèr  , merRtR epson 
de la forme 


eb(r) = (rx) +erttrPp+t + cs pinrpri Le... 
Il résulte qu’en faisant 
IL, (6) — II(-— +) 
nous aurons, aux termes près de l’ordre 27 + p +1, 


= 1h62 





.. (x) + 
PPT TEA 


e C 
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el il suffira de changer x en {x pour retrouver sous forme réelle 


les expressions que j'ai eues d’abord en yue 


Or, ces polynomes (x) et (x), dont la considérauon me 
semble indispensable pour approfondir la question arithmétique 
difficile que j'ai seulement touchée, s'obtiennent comme il suit. 

J'applique la formule 


f rte dt=—e"txf(i), 


\ 
\ 


où F(4) est une fonction entière et # la quantité 


F(£4 HET FAT 
ANAL — — ( ue (4) 








1 
à la déterminauon de l'intégrale défimie f ut(i— 2)P e7tx de. 
0 
Pour cela Je remarque que la relation 


1 


[A E(rertdi= f(o)= er sh) 


Le À] 


met en évidence deux termes, dont le premier se calcule au moyen 
du développement 


) (Cp —1 
F(t) = LR (I — jp TUE P yn+2 PAPERS Arte (— 1}Pænr62p 
I 1.2 


A 


qui donne les valeurs des dérivées de F(£) pour £ = 0; on a done 
immédiatement 


ou : 
26 Re PU. D: 2:3 0 uen 
CO) = — —" ———— a+ 
#( >) æh+i I x'i+3 mg 
9 0] 
299.720 TROP ONE 
AD RÉ A ER 
Sant 1) æ'+2p+1 æ'+2p+1 P(x), 


en posant 
Pr) = x?? P ‘ »2 p—2 
(æ)=2P——(n+i)(n +2)x?! 
; 


REP 


er (n+i)(n+2)(n+3)(n + A)x?r-r—,... 
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Soit en second lieu t —1+ h; les dérivées de F(4) pour 4 =1 
s'obtiendront en développant suivant les puissances de A la 
quantité 

F(i1+h)=(—1)hr(i+ h}t(2 + h}r. 
Faisons 
(i+h)t(2 + h}=A+Bh+Ch?+...+ http, 


et l’on en conclura semblablement 


PT 


x'+2p+1 
en écrivant pour abréger 


U(x) = Aan+r+ pBantP1+ p(p+i)Cantr2+.... 


1 
Ceci posé, et, en observant que l'intégrale 18 et(1 — 2) et dt 
0) 
peut être évidemment développée sous la forme s+e,x+esx?+..., 
la relation à laquelle nous sommes amenés, à savoir 


FPE TPS L (— 1)P,1.2.3. 


rer 00 Ie “Én(r)=c+az+es+..…., 


æn+2p+i 


donne facilement 


et P(x)—(—1)? rep (x) =e'xr+2p+l Le pp +, 
10259... 71 ï 


Les polynomes cherchés sont donc ainsi obtenus d’une manière 


générale, mais je n’en ai pas jusqu'ici fait l'étude approfondie. J'ai 
1 
seulement remarqué que l'intégrale définie J (1 — )re tt dé, 
0 


et ces deux autres 
— 1 n 
jl tr(1—t2)re-tx dt, le tn(1 — &2)Pe-tx dt, 
0 0 


satisfont à l'équation linéaire du troisième ordre 


ARE 5 
. Et, NDS 


y 
dx 


T 








+(n+2p +3) 





H. — III. 10 


EXTRAIT 
D'UNE 


LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT, 


SUR 


QUELQUES APPROXIMATIONS ALGÉBRIQUES. 


Journal"de Crelle, 1. T6,1p. 342-344 1899 


Je ne me hasarderai point à la recherche d’une démonstra- 
uon de la transcendance du nombre +. Que d’autres tentent l’en- 
treprise, nul ne sera plus heureux que moi de leur succès, mais 
croyez-men, mon cher ami, il ne laissera pas que de leur en 
coûter quelques efforts. Tout ce que je puis, c’est de refairegce 
qu'a déjà fait Lambert, seulement d’une autre manière, au moyen 
de cette égalité 


a2n+i 


1 
= 18 (1— 3°)! cosxz ds, 


2710 


An= U sinx + Vcosx = — 
DS .2 


où A», U et V désignent les mêmes quantités que dans ma lettre à 


M. Gordan. Vous savez que U est un polynome entier et à coeffi- 
— ] 





; : | CUrA n - : 
clients entiers en z? du degré — ou selon que » est pair ou 


impair; 1l en résulte dans le premier cas, par exemple, que 
9 


F1 tn 





k SO 
pour fh == 9 GI supposant que soit une fraction —» on aura 
) «a 


r 
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ES 
SJ 


où N est entier, et la relation proposée donne 


1 
DH 
ex Æ 1 
N -@U) ÿ (1 — 22 )r cos Ê ds 
0 


‘ VA ‘ 
57 2e ie « 2,70 


ou bien 


T3 
N = ——— a) F (1— 32)2 cos — dz. 
HR A TR > 


Or, on met immédiatement une impossibilité en évidence, puisque 
le second membre devient, sans pouvoir jamais s’annuler, plus petit 


que toute quantité donnée quand » augmente, le premier étant 
un nombre entier. 


Voici une autre conséquence de l'expression de A, par une 
intégrale définie; on en tre aisément, sous forme d’intégrales 
doubles, les quantités 


Be) A, de, G= f Par ne 
0 0 


en employant les formules élémentaires 
NE 3 # F4] 1 
dx Cd (æ — 3)f(3) dz = x? (1— À) f(Ax) dx, 
De) u / 


[af æf some € Lea 40 


A = f' (1 À f(Rx) dà, 


DM he Re. lie à 0 à 006 0 = pe lee, es jo lan pra 0.9 5e « © 0:90 à 2:94 se es n°9 € aise 


et il vient ainsi 


æ?2n+p+1 


Ci 
ER D 7 — }2)7 ="h)p=t)27r I LÉ 
EE nl (1—2)2 (1 — À) À cos À æ dX di. 


Mais, sous un point de vue A général, supposons les £ poly- 
DD (7), D,(x), -..,. D,.(x) des degrés nm, nr, .-.rdéter- 
minés de manière que le D D ement suivant les puissances 
croissantes de la variable de la fonction 


f(æ)= ex P,,(x) + ex P,(r)+...+b,(x) 
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commence au terme du degré le plus élevé possible en xg'tntHtr#it, 
En multipliant par une nouvelle exponentielle, e*, et formant la 
sulte des quantités 


fitæ) = fl eux f(x) dx, fita)= [| fi(e) de, RER: 


nn) Na 


40 
il est clair que la dernière sera de la forme suivante, 


f(x) =ettwx (x) +<eb+wrw,(r)+...+enx W,(x) + W,(x), 


où V(x), Vr(z), ..., W,(x) seront des polynomes entiers des 
degrés m, n,...,Ss, et que son développement commencera par un 
terme de degré m+n+...+5s+1. On en conclut aisément que 
si l’on pose 


BC, ne M) (1 MG or XNA ENT, MR He 
A— (2 = B)A1À2. À À; + (B = Y)hohs. É it (y — d)A3hge ; +. . .+wÀ; 


on aura la relation 


1 1 1 
1 de 45 f O (À Âa .…, A;)eAz dhi dlo.. di; 
0 0 A0 


eur Ohn(x) + ePr6,(x) +...+eux0,(x) + 0,(x) 
— ———— —@ ——— ————— —— ———-————— 


DM+N+... Hs + 


où Oh»(x), B:(x), ..., 0,(x) sont des polynomes entiers des 
degrés m, n, ...,s; c’est donc au moyen d’une intégrale multiple 
la définition du système des polynomes entiers de degrés donnés, 
qui donnent la plus grande approximation de la fonction linéaire 
composée avec les exponentielles e7, efz, ..., ex, 

Dans le courant de ces recherches, voici une question arithmé- 
tique qui m'a beaucoup préoccupé. En considérant pour une 
valeur entière de x la fraction continue 


et —]I T 





CE res ri 


ne doit-il pas exister quelque caractère spécial, à l’égard de la 


/ 
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fraction continue ordinaire équivalente dans laquelle les numé- 
rateurs des fractions intégrantes sont l'unité? J'avais présumé 
qu'au moins de distance en distance, les quotients incomplets 
iraient en grandissant, et c'est ce qui se trouve Jusqu'à un certain 
point confirmé, par le résultat suivant que je dois à l’obligeance 
de M. Forestier. Soit x = 3, et faisons 





EST 1 
HI I 
sa : 
DH ——— 
ME. 
COL; 
la suite des nombres entiers g, g', g”, ... est 


R nd < 2 
2 1 09, 11,2,1.2,00,1,8,4,17,0,1,1,1,1,1, 2,230 00e 


Malheureusement les calculs sont si longs et si pénibles qu’on 
ne peut espérer trouver quelque loi par la voie de l'induction (!). 


(:) Le calcul, après deux vérifications, a donné à M. Bourget la suite différente 
Se D 1 0 2,1, 0,1, 1, 12,02, 1, 7, 1, 9, 8,4, 6, AI ONE T, 
A 1 1 2, 1, 1, .:.. EE 








SUR 


LA FONCTION EXPONENTIELLE. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXVIT, 1875, 


p. 18-24, 74-79, 226-233, 285-203. 


I. Etant donné un nombre quelconque de quantités numériques 
di, Lo, +.) An, ON Sait Qu'on peut en approcher simultanément 
par des fractions de même dénominateur, de telle sorte qu’on ait 











A; Ô: 
CR SE —) 
A AU A 

1 ë 
Aa = — + ; 

2 n 
A A VA 
ein le ete re le a : 

nl 

; An On 
RE N, nl , 
A A VA 


13 d2p +. On ne pouvant dépasser une limite qui dépend seule- 
ment de ». C’est, comme on voit, une extension du mode d’ap- 
proximation résultant de la théorie des fractions continues, qui 
correspondrait au cas le plus simple de r = 1. Or, on peut se pro- 
poser une généralisation semblable de la théorie des fractions con- 
unues algébriques, en cherchant les expressions approchées de 
n fonctions w,(x),(x),...,0,(x) par des fractions rationnelles 
Pi(x) Pr(x) P,(x) 
P(z)’ (x) 7 () 
série suivant les puissances croissantes de la variable coïncident 


» de manière que les développements en 


jusqu’à une puissance déterminée +". Voici d’abord, à cet égard, 
un premier résultat qui s'offre immédiatement. Supposons que les 
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fonctions o,(x), #:(x), ..., w,(x) soient toutes développables en 
séries de la forme à + fr +x?+...et faisons 

P(r)=Azrnt+ Brm-t+,, + Kr+L. 
On pourra, en général, disposer des coefficients A, B, ..., L de 
manière à annuler dans les » produits w;(æ)P(x) les termes en 


\ M— 0 
a, a, ,.., œM-tiH, 


u; étant un nombre entier arbitraire. Nous poserons ainsi un 
nombre d'équations homogènes de premier degré égal précisément 
à pu, et l’on aura 


v;(æ) b(r) = b;(r)+e rite... 


1, €», ... étant des constantes, D;(x) un polynome entier de 
degré M — u;. Or, cette relation donnant 


és PCT) ET PE vit E, 
(x ——_— 
Ste) on P(x) 


on voit que les développements en série de la fraction rationnelle 
et de la fonction seront, en effet, les mêmes jusqu'aux termes 
en æ", et, comme le nombre total des équations posées est 
di + Lo +... + un, il suffit d’assujettir à la seule condition 


M1 —- La. e .—+ Pen — m 
les entiers u; restés jusqu'ici absolument arbitraires. C'est cette 
considération si simple qui a servi de point de départ à l’étude de 


la fonction exponentielle que je vais exposer, me proposant d'en 
faire l’application aux quantités 


HiÉr) = 7, De (dierT, M Pa(r) = enr. 
II. Soit, pour abréger, M — m—u; je compose avec les con- 
stantes &, b, ..., h le polynome 
F(3) = 34(3— a }a1(z — D )V2...(3 — RjUn, 
déndegrénu + 1 +...+ur— M, et j'envisage les nr intégrales 


définies 


b hi 


Th e-2x F(2) ds, f e#F(z)dz, ..., fe F(s)43, 
0 0 k 
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qu'il est facile d'obtenir sous forme explicite. Faisant, en effet, 


Gi MAMOR Mn 


$(z )= —— me . TT 


nous aurons 


fe F(z)ds=—.e 77 $(z), 
et, par conséquent, 


LÉ e72z F(z3) dz — So) e-ax (a), 
0 

b à : 
f e-:x F(z) dz = $(o)—e-txF(b), 
V0 


Se otere eee ee nn. 6 / ec etes 9 +00 0 ee sas. cesse où 


Or l'expression de (3) donne immédiatement, sous forme de 
1 ; ! : I 

polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes de La les 

diverses quantités (0), f(a), F(b),..., et si l’on observe qu’on a 


ECO = HiFOÏE= 0, PRE F1) (0) = 0, 


puis successivement, 


HI) =10, FACE 10" Re F0 (a) = 0, 
H(D)E= 10 ADO =" 0; PTS Fim=0(b) —=10, 


nous en conclurons les résultats suivants 


P,(x) ! À 


a+ ? 





no : 
fo= er  É(a)= 
où le polynome entier D(zx) est du degré M—u = m, et les 
autres D,(æx), Pix), ..., D,(x), des degrés M— u,, M—u, ..., 
M — u,. Cela posé, nous écrirons 


«a 
eax D(x) — Pi(x) = xMtleax l ex F(z) dz, 
10 


b 
ebx P(x)— P,(x) À e7zx F(3) dz, 


0 


l 
he D()— Pr(o)= atiene f| ex F(z) dz; 
0 
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or, les intégrales définies se développant en séries de la forme 
a+ $x+yx?+..., on voit que les conditions précédemment 
posées comme définitions du nouveau mode d’approximation des 
fonctions se trouvent entièrement remplies. Nous avons ainsi 
obtenu, dans toute sa généralité, le système des fractions ration- 





P,(x) Pa(æ) P,(T) A ° 0 
D, 7, de même dénominateur, repré- 

P(æ)” P(æ)” ? (x)? le 
sentant les fonctions e%*, ei, ..., e#t, aux termes près de 
l'ordre æ"*1, 


HI. Soit, comme application, » —1, et supposons de plus 


U= ft = M, Ce qui donnera 


M = 2m, F(3)=232(3—7;)"; 


les dérivées de F(z) pour 3 = 0 se tirent sur-le-champ du déve- 
loppement par la formule du binome 


F(3) — 32m — Pare & AT Leu B CR TAENES + (— 1)7137n, 
I 142 
et l’on obtient 
T(2/n—x) Ô ue ee M Eu 
(0) _ mm son LEUR" 
1629,..2m—k TE ARE 


d’où, par suite, 


P(x) m 
——— = 2m(2m—1).(m+i)—(2m—i)(2m—2).(Mm+I1)—x 
D20./72 EAN RE À JE ) I 

 m(m—1) 
+ (2m — 2)(2m—3)...(m +) 8 + (— 1), 


Pour avoir, en second lieu, les valeurs des dérivées quand on 
suppose 3 —1, nous poserons 3 — 1 + L, afin de développer sui- 
vant les puissances de 2 le polynome F(1+ h) — h#(h +1)". Or 
les coefficients précédemment obtenus se reproduisant, sauf le 


signe, On voit qu'on aura 


Pi(x) = P(— x). 


Ces résultats conduisent à introduire, au lieu de D(x) etD,(x), 


les polynomes 
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dont les coefficients sont des nombres entiers; on aura ainsi 


æa2mn+i 1 1 
eXH(r)—W(r) = ———— ex f e—2t gM(z-—1)" dz 
250 


ID DE 2 


1 


*2/n—+1 4 
— (— 1)’ ane tie, exli—2) 3" (à et z )" MES 
IDE 0 ë 


JAUCUIE 


et l’on met en évidence que le premier membre peut devenir, pour 


une valeur suffisamment grande de », plus petit que toute quan- 

St , : a?2n+i 

uté donnée. Nous savons effectivement que le facteur RUE 
2e ie er 


a zéro pour limite, et il en est de même de l'intégrale, la quantité 
; : . Se 4 : I \/2 < 
27 — 3)" étant toujours inférieure à son maximum (=) qui 


décroît indéfiniment quand »m augmente. Il résulte de là qu'en 
supposant æ un nombre entier, l’exponentielle e ne peut avoir 


te b 
une valeur commensurable; car si l’on fait e° — a On parvient, 
après avoir chassé le dénominateur, à l'égalité 


a?2n+1 1 


«a 
bU(r)—all ES (QT ER en [ eXxU-x) 2m (x = SNS 
Ga MESSS IS PME ( ) 


dont le second membre peut devenir moindre que toute grandeur 
donnée, et sans jamais s’évanouir, tandis que le premier est un 
nombre entier. Lambert, à qui l’on doit cette proposition, ainsi 
que la seule démonstration, jusqu’à ce jour obtenue, de lirration- 
nalité du rapport de la circonférence au diamètre et de son carré, 
a tiré ces importants résultats de la fraction continue 

et — ex WA 


er HicRe æ° 


à laquelle nous parviendrons plus tard. Laissant entièrement de 
côté le rapport de la circonférence au diamètre, je vais maintenant 
tenter d'aller plus loin à l'égard du nombre e, en établissant l’im- 
possibilité d’une relation de la forme 


N+eaN,+ebN;+...+elN,=o, 
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a, b,..., h étant des nombres entiers, ainsi que les coefficients N, 


UN, 

IV. Je considère, à cet effet, parmi les divers systèmes de frac- 
Pi(z) Pe(x) P(x) 
Pr)’ P(æ) ? (x) 
lorsqu'on suppose u —u—...—u,, Ce qui donne 











Uons rationnelles , celui qu'on obtient 


== IèL M=(n+i)u et MÉDE FAT): 


en faisant 
f(z)=3(2—a)(3—b)...(2—h). 


Soit alors, comme tout à l'heure, 


: P(x) P,(x 
HT) — RME Ma $ 3 pe RASE e — ..., 
.2deei . . see t 
[en 
Tree). 


GROS ERENTES 


ces nouveaux polynomes auront encore, pour leurs coefficients, 
des nombres entiers, et conduiront aux relations suivantes : 


PUR) EIrET) = e1, 
ebXII(z) — Io(X) —.€, 
(A) (x) ) 


cs ts ee sta letter mes a ate ne. 0 0 ° 


ehxTI(x) —U,(x)=E,, 
en écrivant, pour abréger, 


M+1 Dax w de VAS AUDE 

FE e EE) 77 We 

a —  — À e- zx F(32)dz — f géctae) VIEKE PERS 
0 


rie FORSRET DE LD AGE 


b b x 1 
M+1 0x CU. ( = n+A1)U+ | 
æ e b(3)x U 
9 = ————— f e—2x KE (3) Hs = ex(b 2) RME à dz, 
LL 
Ci; e 


#1 [2190000 


MR AR tie a dollar à sateln oise aiele eo ee e eu 1e eee, 0.16 » ©. +10 © ,e7 0 + + 7e © où + este shell se ve 


Cela posé, j'observe en premier lieu que &,, :», ... deviennent, 
pour une valeur suffisamment grande de , plus petits que toute 
quantité donnée; car, le polynome f(z) ne dépassant jamais une 
certaine limite À dans l’intervalle parcouru par la variable, le fac- 
fu(z)xtr+0p+1 


- , qui multiplie l’exponentielle sous le signe 
M DC 


TENTE nn a Ta an Li OR RE 
intégration, est constamment inférieur à la quantité Ta 


teur 


qui a Zéro pour limite. 
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Je suppose maintenant x — 1 dans les équations (A), et, dési- 
gnant alors par P; la valeur correspondante de T;(x) qui sera un 
nombre entier dans l’hypothèse admise à l'égard de @, b, ..., h, 
elles deviendront 


et la relation supposée 
N +—ezNi+ ebNo+...+elN,=0o 
donnera facilement celle-ci, 
NPHN Pi +...+N;,Pr=—(Nis+ Ne +...+ Nue), 


dont le premier membre est essentiellement entier, le second, 
d’après ce qui a été établi relativement à €,, €, ... pouvant, 
lorsque 1 augmente, devenir plus petit que toute grandeur donnée. 
On aura donc nécessairement, à partir d’une certaine valeur de 
et pour toutes les valeurs plus grandes, 


NP +N, P;,+...+ NP? — ©. 


Supposons, en conséquence, que, x devenant successivement 
= ! sl (n2), 
M1, +2, ..., MPn,P; se change en PER 
aura de même 


NP’ + N,P! +... + N,P!, nr 
NP’ + N,P° +...+N,P!, — O0, 


NPUO)LN,P +... + N,PM=o. 


Ces relations entraînent la condition suivante : 


PANNE A P, 
PARRANME np 
AO ED CN A 


P(2) Pa ER pa 


En prouvant donc que ce déterminant est différent de zéro, on 
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démontrera l'impossibilité de la relation admise 


N + eaN, + ebNo+. . + eCN,=— O0, 


J'observerai dans ce but qu’on peut substituer aux termes d’une 
même ligne horizontale des combinaisons linéaires semblables 
pour toutes ces lignes, et que j'indiquerai en considérant, par 
exemple, la première. Elle consiste à remplacer respectivement P, 
RP, Peopar P=-eT«P,, ep, ep, 
e 8P, , —e *P,, e-*P,; il est alors aisé de voir que, si l’on mul- 
tiplie toutes ces quantités par 1.2.3...1, elles deviennent préci- 
sément les intégrales 


b 


[ e-zpu(e)ds, Î RNA EDITOR 
0 e 


« 
h x 
1 e-ZfU(z) dz, 4 ec2fU(z) dz. 
eg l 
Maintenant les autres lignes se déduisent de celle-là par le chan- 
gement de p en +1, +2, ..., + n, et le déterminant 
transformé sur lequel nous allons raisonner est le suivant : 


b 


à e-2 fU(#) dz, | PSN) As, .::, JE | e—zftu(z)dz 
0 « l 


.b 


fa 7h e-zfuw+1(z)dz, f e-zpun(e) ds, ES J 2—2fu+1(3) dz 
> 0 da / 


1 


b 


11 eZzfb+n(z) dz, 7 HR NUUE(E).dz, 1, il e—z fb+A (3) da 
À | 


«a l 





V. Nous devons supposer, comme on l’a vu précédemment, 
que & est un grand nombre; c’est ce qui conduit à déterminer, au 
mo yen de la belle méthode donnée par Laplace (De l'intégration 
par approximation des différentielles qui renferment des fac- 
teurs élevés à de grandes puissances dans la T'héorie analytique 


des Probabilités, p. 88), l'expression asymptotique des inté- 


grales 
a b co 
[ erzfu(z) dz, “L Mets) ds, Ce, il e-zfU(3) dz, 
0 « l 
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afin d’en conclure pour A une valeur approchée, dont le rapport à 
la valeur exacte soit l’unité pour & infini. Admettant, à cet effet, 
que les nombres entiers 4, b, ..., À soient tous positifs et rangés 
par ordre croissant de grandeur, de sorte que, dans chaque inté- 
grale, la fonction e-* f#(3), qui s’annule aux limites, ne présente, 
dans l’intervalle, qu'un seul maximum, je considérerai en pre- 
mier lieu l'équation 


“RER Me 
J(s) 





dont dépendent tous ces maxima. Or on sait que ses racines sont 
réelles et comprises, la première 3, entre zéro et «a, la seconde 3; 
entre a et b, et ainsi de suite, la plus grande z,,, étant supérieure 
à h. Envisagées comme fonctions de 4, il est aisé de voir qu’elles 
croissent lorsque x augmente, et qu'en désignant par p, q, ...,s 
les racines de l’équation dérivée j”(z) — 0, rangées par ordre 


= . » 1° I 
croissant de grandeur, on aura, si l’on néglige ur 











et, en dernier lieu, 
ù es 2 ROVER 
Z = (97 : ———— 
n+1 Er mt NA ee ? 
une approximation plus grande n'étant pas alors nécessaire. Cela 


posé, si l’on écrit pour un instant 


JC) 


OU ES 
' VPTG) —J JG) 


les valeurs cherchées seront 


/ 


et fW(231)9(21), = et fU(2:)0(3), :e., 


r[àl 


DT | 
Ru e—Snt1 fU(Zn+1) ©(Zn+1 Le 
æ 
mais Ces quantités se simplifient, comme on va le voir. 
Considérant la première pour fixer les idées, j'observe que nous 


avons 
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où p saUsfait à la condition f'(p)—0; on en conclut f(x,)— f(p), 


mn: J M : 
en négligeant seulement —. Par conséquent, si l’on pose 
112 


\ 


3 
M 


| 0 a’ 
Ja) = fp)(+ ur +...) 
puis d’une manière analogue 


e(a)=e(p)(1+ ++.) 


\ 


on aura d’abord 


futa)=fu(p)(i+ Z 


et l’on en tire aisément 


e”4 «A ! 
FHÇa) ea) = f4p)e) (+ L+ LC +...) 
Ainsi, en négligeant seulement des quantités infiniment petites 
par rapport au terme conservé, nous pouvons écrire 


f e = f#(3) ds = = ePfb(p)e(p): 
0 


et l’on aura de même 


b 


1h FRAAPESS V2 e-1f#(q)e(q), 


AIT 


k FE 
1 ezft(zs) de — = es LE(S )o(s): 


D 


Mais la dernière intégrale 1) e£ fw(s) dz est d’une forme ana- 
ee 


lytique diflérente, en raison de la valeur %,,,—=(n<+1)u qui 
devient infinie avec w. Pour y parvenir, je développerai, suivant 
les puissances descendantes de la variable, l'expression 


logle-<=f#(z)v(z)], 


l 


, « ll . : , . 
en négligeant les termes en -; —; --., ce qui permet d'écrire 


_ 
4 


= 5 y 
= log 


logf(z)=(n—+1)logz, logoz = log 


2 





V'Orie Et} Vn+i 
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el, par suite, 


log[e-2fH(z)o(2)] =(nu+u+i)logs—3—Zlog(n +1). 


Après avoir substitué la valeur de 3,,,, une réduction facile 


nous donnera, en faisant, pour abréger, 
O(u)=(np+u+rlog(rn +iju—(n+i)ju— Slog(r +r), 
cette expression semblable à celle des intégrales eulériennes de 


f e=zfu(z) dz = VE el, 


i 


première espèce 


Maintenant on va voir comment les résultats ainsi obtenus con- 
duisent aisément à la valeur du déterminant A. 

VI. J’eflectuerai d’abord une première simplification en suppri- 
mant, dans les termes de la ligne horizontale de rang é, le fac- 








27H . MS 
teur = = puis une seconde, en divisant tous les termes d’une 
RS 


même colonne verticale par le premier d’entre eux. Le nouveau 
déterminant ainsi obtenu, si l’on fait, pour abréger, 


P = f(p), REY EE DR 1% S = /f(s), 
sera évidemment 
I [| [| [l 
P Q S  eltu+1)-#0{) 
Q2 S? ebtu+2)—-0(p) 


P2 Q" Sa  ebtu+n)6(u) 


Or, on voit que u ne figure plus que dans une colonne, dont les 
termes croissent d’une telle manière que le dernier el(#+#)-0(W) est 
infiniment plus grand que tous les autres. Nous avons, en effet, 


‘2 
O(u+i)=0(m) +i0'(u) + A 
2 


= 6(u)+ 5] + (0 +1) lon + Du | 
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et, par conséquent, si l’on néglige 
O(m+i)—0(n) = in +i)log(n +1), 


d’où 
edtu+i)-4(u) — [Cr + x) pa jéte+ 1), 


En ne conservant donc dans le déterminant que le terme en ue de 
l’ordre le plus élevé, 1l se réduit simplement à cette expression 


1 I ] 
P Q S 
[( 11 1) Le fretet1) P2 Q2 S2 


P2—-1 Qu=—1 Sa—1 


[Il en résulte qu’on ne peut, en général, admettre que le 
déterminant proposé A s’annule, car les quantités P — f(p), 
Q = f(g), ..., fonctions entières semblables des racines p, g, ..…. 
de l'équation dérivée f'(x) — 0, seront, comme ces racines, diffé- 
rentes entre elles. C'est ce qu’il fallait établir pour démontrer 
l’impossibilité de toute relation de la forme 


N+etN;+ebN:+...+e!N,=o, 


et arriver ainsi à prouver que le nombre e ne peut être racine 
d’une équation algébrique de degré quelconque à coeffictents 
entiers. 

Mais une autre voie conduira à une seconde démonstration plus 
rigoureuse ; on peut, en eflet, comme on va le voir, étendre aux 
fractions rationnelles 


P,(æx) Po(x) TO P,(x) 
P(x)' D(x)” 7 (x) 








le mode de formation des réduites donné par la théorie des frac- 

tions contunues, et par là mettre plus complètement en évidence 

le caractère arithmétique d’une irrationnelle non algébrique. Dans 

cet ordre d'idées, M. Liouville a déjà obtenu un théorème remar- 

quable qui est l’objet de son travail intitulé : Sur des classes très 

étendues de quantités dont la valeur n'est ni algébrique, nt 
H. — III. VE 
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méme réductible à des trrationnelles algébriques (!), et je rap- 
pellerai aussi que lillustre géomètre a démontré le premier la pro- 
position qui est le sujet de ces recherches pour les cas de léqua- 
uon du second degré et de l’équation bicarrée | Vote sur l’irra- 
tionnalité du nombre e (Journal de Mathématiques, t. V, 
p. 192)]. Sous le point de vue auquel je me suis placé, voici la 


première proposition à établir : 


VIL Soient F(3), Fi(3), ..., Fou(z) les polynomes déduits 


de l’expression 


343 — @a)V1(3 — b)V:...(3 — h)bn, 


lorsqu'on attribue aux exposants 1, Lu, ..., Un, R + 2 systèmes 
différents de valeurs entières et positives. En représentant, en 


Pr (æ) les fractions convergentes vers les exponen 
P(x) te) P 


tielles, qui correspondent à l’un quelconque d’entre eux Fy( =), 
on pourra toujours déterminer les quantités À, B, C, ..., L 


général, par 


par les équations suivantes : 


Ab(x)+Bpt(x)+CBb(r)+...+ LpaHl(>) = 0, 
Abi(x) +BDbi(x)+ Cb'(r)+...+Lpt(xr) = 0, 


Ab,(r)+Bbi(x)+Cb(x)+...+ Lpiti(xr) = 0. 


Mais, au lieu de conclure de telles relations des polynomes 
D? (x) supposés connus, notre objet est de les obtenir directement 
el a priori; je vais établir pour cela qu'il existe, entre les inté- 


grales indéfinies 


fe-ser(s) ds, fes Fi(s) ds, Lu fe-s*Fuu(s) ds, 
une équation de la forme 
lb fe-z2r(3) dz + un fes F1(z) ds +.. 


Lferod 20 





(') Comptes rendus, t. XVIII, p. 883 et 910. 
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les coefficients :L, v5, ..., £ étant indépendants de 3, et 0(:) un 
polynome entier divisible par (3). Si l’on fait, en effet, 





# FES) F.(z F;(23) 
HRCZ) — RUES RAR ES / or ; 
œ x? a 


On aura 


a fe-sF(s)ds+ns fes Fi(s) ds +. + fesxPiu(s) ds 


#/ 
54 


=— ex [ NS (3) + Wb F1 (3) +... + hill]: 


LENS ne ; ; 
K’X7"" "7 À pourront être déter- 
minés, et d’une seule manière, par la condition supposée que le 
polynome 


etil est clair que les rapports 


æ * < > 2 
O(3) = —— [A SF(3) —+ Vù F1 (2) + , # + LFnH1(3)] 
contienne comme facteur 
f(z)=23(3—-a)(3—0b)...(3—h). 


Nous conclurons de là en prenant les intégrales entre les limite 
de deb — a, par exemple, 


a f e-2F(s)ds + f ezzF,(z) dz +... 
0 0 


«a 
+t f ézxF,,1(3) ds _—=0: 
0 


Maintenant, les relations 


a : 
: eaxP(r)—dp,(x) 
D TU Ta 
eix a+ 
19 
« / ! 
eaxp,(x)—dp(x) 
—ZX ” _— D 
f ture F;(z) dz — eax mMi+i y 
0 


NII els nl s du ble nie sletel a) eo ele s bi», e 0.2 ee er: delete es 


donneront, en égalant séparément à zéro le terme algébrique et le 
coefficient de l’exponentielle e4*, si l’on fait, pour abréger, 
lb vb 1 


et ETES Fe L= ——— 
À xM+1? B aMi+1? É aMn+it+1? 
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les égalités suivantes : 
Ab(x)+Bdpt(x)+...+ Lh2+1(x) = 0, 
Abi(xz)+BDt'(x)+...+ Lpitl(x) = o. 
Or, on aura de même, en prenant pour limites supérieures des 
intégrales 3 — 0 cr "02 


AB(r)+Bpl(x)+...+Lhti(r) —=0, 


Ab,(x)+Bbl(x)+...+ LpAiti(x) — 0, 


et il est aisé de voir que les coefficients À, B, ..., L pourront être 
supposés des polynomes enters en x. L'intégrale 


1 


fl ex zM( 5 — 1)" dz, 


A, 
qui figure dans la relation précédemment considérée (p. 154), 


” . æ?n+l ex 
CR 
. . SA (ANT : CA 


1 
fè e—zx zm(z uns 1)” dz, 
0 
nous servira d'abord d'exemple. 


VII. Dans ce cas facile, où l’on a simplement 
J(z) = 2(3 —1), 
je parUrai, en supposant 
0(3) = æfrti(s)+ Cm +1) f(z) fa), 
de l'identité suivante : 


die-:xz0(3) LEA 
fee) = e7#*[9 (3) —xe(z)] 
= ea [— gt fm#1( 3) + (m +1) f"(23) f(z) 
+ m(m+i)fn-1f2(2)], 
el J'observerai que 
f'(z)=43—43+1—=4f(3) +1, T'AS) ER 
. Ce qui permet de l'écrire ainsi : 


DE AO) 


—3X | y2 fnHA( z 
dx € [ a? f (3) 


+(2amæ+i)(am+o2})f"(z) + mm ED Pr 
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Nous aurons donc, en intégrant, 
e-:*0(3z) =— x! fer pm (2) ds +(2m+i)(2m+o) fe-zxpn(e) dz 


+ Mm(mMm + 1) fhe=sefm-t(s) dz, 


el ensuite, si nous prenons pour limites 3 — 0 et: —=1, 


1 l 
an er2x fm+l(z) dz = (2m+Ii)(2m<+o) f e—2x fm(z)dz 
0 


Et) 
l 
+ MM +1) f e—zx fm—1(3) dz. 
0 
Soit maintenant 


1 
æx?2n+A ex l 
CR = een AQU ES 0 LL dz, 
0 


120.77 


et cette relation deviendra 

Emr1=(4Mm+2)Eemt+ d'Em 1. 
C’est le résultat auquel nous voulions parvenir; en y supposant 
successivement 7 —1, 2, 3, ..., les équations qu’on en tire 


E> = 6€ + T°6, 
Ez3 = 10€2+ d?2], 
E, = 14E3+ 2°), 


L 
0... 


donnent aisément la fraction continue 


€1 T° 
CRE x? 
6 + _ 
10 + — 
14 +. 


et 1l suffit d'employer les valeurs 


1 


over f e72x dz = et —1, 
0 


1 
n=ates | e-2X3(3 —1)dz = et(2—x)—2—%X, 
0 
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d’où l’on conclut 





€1 eX HI 
: T, 
£o et — ] 


æ | 
pour retrouver, sauf le changement de x en —; le résultat de 
2 


Lambert (!) 





[O +- : 
14 +... 


En abordant maintenant le cas général et me proposant d’ob- 
tenir, à l'égard des intégrales définies 


a b le 
f ezfm(z) da, ll ent fs) 43," .", Î ezfm(z) da, 
Y£ De NE 
un algorithme qui permette de les calculer de proche en proche, 
pour toutes les valeurs du nombre entier m, j'introduirai, afin de 
rendre les calculs plus symétriques, les modifications suivantes 
dans les notations précédemment admises. Je ferai 


f(z)=(z— 230)(3 — 31)...(3 — 3»), 
au lieu de 


f(z)=23(3—a)(z3—0d)...(3—Rh); 


de manière à considérer le polynome le plus général de degré 7 + 1; 
désignant ensuite par Z l’une quelconque des quantités z,, 39, ..., 
Zn, Je raisonnerai sur l'intégrale 


Z 


f Er fa(z) ds, 


=0 


qui donnera évidemment toutes celles que nous avons en vue, en 
faisant 5 — 0. Cela étant, voici la remarque qui m’a ouvert la voie 
et conduit à la méthode que je vais exposer. 


(1) Mémoire sur quelques propriélés remarquables des quantités transcendantes 
circulaires et logarithmiques (Mémoires de l’Académie des Sciences de Berlin, 
année 1761, p. 265). Voir aussi la Note IV des Éléments de Géométrie, de Le- 
gendre, p. 288. 
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IX. En intégrant les deux membres de la relation identique 


AE 2 e-2{m fn) f'(2) — fn(s)), 


on obtient 
es fn(s)=m [ e-zfn-i(e)f(s)ds— [le-sfn(s) a, 


et, par conséquent, 


Z L 
Î ezfm(z)dz = m [ TIC) Er )tte 
ù To : 30 
ou encore 
: z 
e—= 12 
19 erxzfn(z)dz = m fl LME NIQUE 
e > & ES Æ&0 
20 0 


Z Z 
e Zzfn(3z Pas pErÆ Fin 
+m f Eds m [°° Re PER TS 
= eo | Æ "oae 0 


Z9 <0 


d’après la formule 


ED UE I 42 I | | 1 
MORE ss 2 —2, 


Or ce sont ces nouvelles intégrales 


10 ef (z) RUE CAE ) 7 fe 
3 3 — #9 à & — &] “RE & — Zn & 


Fo <0 7 So 


qui donnent lieu à un système de relations récurrentes de la forme 


L —2 fm+1 Z -2fm(z 
fl LÉ (00) f CE G je 
e Æ © TT 4 () e 20 À TT © () 


Z — / LA L mn ( 7 
+ (on f AURA +. + (on) f ER CAE cer 
e TT | St 7; 
EE m+1(z —Z 
1 nr) eo) fE eu) 
: Sue | — #0 
—Z sf) z mnt 
+0 f° HE :. VO DT) da, 
- SR net | e S*— &n 
L —23 11 4 Z — 3 ft Z 
1 € se ( Pr Go) f (g À: S Pere 
3 Go 6 20 nn 


Lo 3 fm 3 Fous m (3 
+ (A1) LE Abe) ++ (nn) GA Pr 
: Z — =] DER 8 — Zn 
59 2 


L 
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où les coefficients (4Æ), ainsi que leur déterminant, s’obtiennent 
d’une manière facile, comme nous verrons. 
C’est donc en opérant sur les éléments au nombre de n +1, 


Z 
dans lesquels a été décomposée l’intégrale VA e74 f M (SNA EMME 
La 
nous parvenons à sa détermination, au lieu de chercher, comme 


une analogie naturelle aurait paru l'indiquer, une expression 
: | 
linéaire de [ CPAM) de autmoyenete 


0 


Z Z L 


f'espntoas fentes. …, store 


<0 So Fo 


Mais soit, d’une manière plus générale, pour des valeurs en- 
tières quelconques des exposants, 


F(z)=(3— 20)M0(23 — 31)b1...(3 — 3h )Un; 


en intégrant les deux membres de l'identité 


= et[F(s) — F(z)], 
on aura 


ez F(2) = fers) ds fe: F(3) ds, 


d’où 
Z 


Z ) 
nl etes et EF" (5) 4e, 


donne la décomposition suivante, 


Z ATARI. 
JL e- F(2) d2 = po / REIMS 


= OL 0 


#0 0 


fe TS 
+ Hi trie «+ Mn EEE 


3 — 3; 3 — Z0 


en] “0 
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qui conduira pareillement au calcul des divers termes de la suite 


Z 2 2 
4 e== F(3) dz, Je F(a) jte) ds, Hit jL e-zF(z) f(x) dz 


20 20 30 


effectivement, les éléments de décomposition de l’un quelconque 
d'entre eux s'expriment en fonction linéaire des quantités sem- 
blables qui se rapportent au terme précédent, ainsi qu’on va le 
montrer. 


X. J’établirai pour cela qu’on peut toujours déterminer deux 
polynomes entiers de degré n, 6(z) et 0,(3:), tels qu’on ait, en 
désignant par © l’une des racines 34, 31, ..., 3n, la relation sui- 
vante : 


e-2F(z) f(z) e-z F(3) @1(3) Rare. 
a Re as = [EE CL 


En effet, si, après avoir différentié les deux membres, nous mul- 


F(&) 
F(z) 


», il vient 





tiphons par le facteur : 


Preis) + fi RE | ris e(e)—7to0"te): 


Or, f(3) étant divisible par 3 — €, le premier membre de cette 
ù Ê JA: 

égalité est un polynome entier de degré 2n +1; le second est du 
même degré, d’après la supposition admise à l’égard de @(3) 
et O,(3), et, puisque chacun de ces polynomes renferme ainsi 
n + 1 coefficients indéterminés, on a bien le nombre nécessaire 
égal à 2n + 2 de constantes arbitraires pour effectuer lidentifi- 
cation. Ce point établi, j'observe qu’en supposant 3 — 3; la frac- 


F'(z ) fe 3) 
F(z) 
séquent, ces conditions 


Li . l æ « e x 
tion rationnelle a pour valeur u; f'(3;); on a, par con- 


@1(30) — 0 f'(z0)9(2 }, 
@1(31) = f'(31)0(21), 


D 'bls es Ale nes 06 2. 6:00 °!6)6"e . nl 


O: (3) = == Un f (3n) qu 


qui permettent, par la formule d’interpolation, de calculer immé- 
diatement @,(3), lorsque O(z:) sera connu. Nous avons de cette 
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manière, en effet, l'expression suivante, 





91(3) Ho 0(2) Ua O(31) ‘ Un O(3n) 
Te ES 


CE) 3 —-39 3 — 3; I — 5h 


dont nous ferons bientôt usage. Pour obtenir maintenant @(3:), je 
reprends la relation proposée, en divisant les deux membres 
par f(3), ce qui donne 


JC JE OIEDEE r— re | 8(z) — 8 (3); 








0; (3) 
J(3) 


on est amené à celte conséquence, que le polynome cherché doit 





el je remarque que, la fraction n'ayant pas de partie entière, 


être tel que la partie entière de l'expression 


| 7-4 LU 
— — | 0(3z) — 0'(z 
L ni (2 


LAPS : SAN 
J -. C'est ce qui conduit aisément à la 


Cle, LA 


détermination de @ (2). Soit d’abord, à cet eflet, 





soit égale au quotient 


f(s)= 2312 pist+ post 1 +... + Dryt, 


ce qui donnera 








JU) = gi (4 an l (2 gli 2e is Çr 
EL Er S 
+ Pi + pit PIE 
+ Da FRIUS 
nu ce © 
ou plutôt 
me = gh+izn-i Gzt2 + AAC 


en écrivant, pour abréger, 
G=Ci+ pli par... + pi. 
Soit encore 


O(3) = d2"+ a 2 + az 2 +, . + An, 


! 


; : F'(3 L - 
el développons la fonction RS suivant les puissances descendantes 


SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE. HT 


4 
: 1 : : IPS 
de Ja variable, afin d'obtenir la partie entière du produit ee GO (3). 
4 3) à 


gs ee : L ee à ME et ee #ÿ) ei; p= - 
Il viendra ainsi, en posant s;= 92}, + 3 + us +...+u,zé, 


F"(z) __ So 1 So 


Résh-— 73 32 UE SU 





el, par conséquent, 





F"(3) ; 
O(3)= 05027 1 + as | 3-24 459 | 32-38 + 
F(3) 
tr AO! + 151 
+ Lp So 


Les équations en 44, %,, 4», ..., auxquelles nous sommes amené 


par l’'idenuüfication, sont donc 


= à; 

Li di — %o(So+ An), 

Co = Lo — Qi (So + N — 1) — ai, 

C3 = A3 — 42 (50 + T— 2) — 151 — do Sv, 


AUVNÉT also) elele ss Cho lare Pleins © ep D se 0. 60 0 ee + + © © + + © 


Elles donnent 


Xo—=T, 
= + So+ 7, 


2 = Co+(so+n—1)G+(So+n)(So+ rR —1) + si, 


sont des polynomes en € 


et montrent que &;j, &i, Go, ayant 
pour coefficients des fonclions entières et à coefficients entiers 
M ét par suite des racines z,, Z1,...., Zn ON VOIt 
de plus que 4; est un polynome de degré ? dans lequel le coefti- 


cient de © est égal à l’unité; ainsi, en posant pour plus de clarté 
ai = 0:(È), 


et écrivant désormais @(z, €) au lieu de O (2), afin de mettre € en 
évidence, nous aurons 


B(3,€) = 27 0(L)ar-2+ 0(L)an-3 +... 0, (C). 
De là résulte, pour le polynome 6, (2), la formule 


z 8 (3 Zac O3: 
O1 ( ) _ oO@( €), me 1:06) PARTEZ ( E 2 


Hz) 3 — #9 nn 3 — Sn 
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et l’on en tire immédiatement le résultat que nous nous sommes 
proposé d'obtenir. I suffit, en effet, de prendre les intégrales entre 
les limites 3, et Z dans la relation 


JE ) ÎC EE as = [© En Lee Are e :F(z)@(z), 


ce qui donne 


Lez F(z) f(2) Lez F(z3)01(3) 
ts TZ == ——— dd: 
fl z— 1° J(z à 


Z0 0 


C’est surtout dans le cas où l’on suppose 
Ho = H1—=...—= Han = M, 
que nous ferons usage de cette équation; si l’on fait alors 
mO(zi, 3x) = (tk), 
et qu’on prenne & successivement égal à 3,5, 31, ..., 3», On en con- 


clut, comme on voit, les relations précédemment énoncées, qui 
résultent de celle-ci, 


Z Z / 
eZ 1 +1 LA È eZ? m3 
1 A en PE Géo) f UE) ( 1e 
j 3 — 3; à 3 — 30 
Z0 


20) 
Z / Z 
Le 8. 9 RU | e—2 fm(z 
+ (0) f LE de ++ (in) [ at SP 
2o PRE PL 20 Gite n 


pour 1—0,1,2,..., 1. Je resterai encore cependant dans le cas 
général pour établir la proposition suivante : 


X. Socent À et à Les déterminants 
O( 20, 30 }) (31, 30) So 6(3;, 30) 
025. SUNMOUEL 61) 0016, a 


fe eo Lee d se .... .. ea re 6 Mo farais 


(50, Zn) vers cn) sn O(Zn;, Zn) 


SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE. 17) 

el 

I ] 1 

50 Æ: En 

+: =? = 

#0 À | 7) , 

rt t 
: . } 
je dis qu’on à 

A = Ô? 


Effectivement, l'expression de O(3:, €) sous la forme 


(20) = 22+0,(C)z 1H 0, (C)2302+.,.. + 0,(€) 


montre que À est le produit des deux déterminants 


I I I 
S0 Æ1 Sn 
= ? z 2 - ? 
0 #1 # 7 
> PAL’ PL 
el 
I I LA I 


ACTION T PP UIT ET 
ESRI ET TE 02(Zn) 


RoalSie sin D laiate D Le. » +. 6 € 


0: (30) 6:(31) se Oh (Zn) 
Mais 0;(2) étant un polynome en € du degré : seulement, de 
sorte qu'on peut faire 
ACER TE Ce DT le OR 


cette seconde quantité, d’après les théorèmes connus, se réduit 
simplement à la première, et l’on a bien, comme nous voulions 


l’établir, 
N==,0 
Cela posé, soient 
: 1 
En = —— RC ELLE Ed Nr E 
à x J RER 
0 
120 
de : 1 AS dz 
DL = Er us 
I DATI RL RETURN Z 
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la relation établie page 10 


2 SORT 
k CEST AE) 
/ ezfM(z)ds= m f Ce tn 


Z0 0 


| 4 
mm ( z) e = m (3 
Sn VEU TDeS ae dz +...+ m | "JET 


e/ nr 


e/ 


EE), -t-@h +. tm 
et celle-ci 
Z RARE 
e = fi ( Z) ; ea fn 3) 
Î CA AS AS —"——— da 
ve 2 7 FONCÉ 
ob.) 0 
| L e—= fm(z 
+ me(znt) f LES PCR es 
re Zo pa FRS 3] 
LINE 
eT= mt | 7 
+ In O(2», Ÿ ÿ l dz, 
u T0 e NET 
en supposant successivement Ê — 39; 31. £», nous donnera la 


substitution suivante, que je désignerai par LS à savoir 


e9,11 = 0(%0)20))È9, + 021, 25)c}, +... FO0(%,, ze 
cher = (ane O(z:, 319€ + #86; 000 


Ein+1 = O( 2, Zn) + O(3:, 3n)=h +. EEE pa O( 3», Zn): 


Si l’on compose maintenant de proche S,, S:, ..., S»h_1, on 
en déduira les expressions dec, Eh «360, CHEN ENT RER 


Je représenterai ainsi : 


= ss e ! / 1 1è 
e9, = Aoe9 + Ajel + + Ant, 
c — -0 Er en 
RE Ci Que 31=l- + B,e*, 
ets le Re TE nain» Lcd colonel ; 
€ € 7, | ! € 

Eyn —= Lo En ie Le! > ie L,e?, 


et le déterminant de cette nouvelle substitution, étant égal au pro- 


duit des déterminants des substitutions composantes, sera 020771), 


C4 Eys +.+s ET par lente 


pour avoir les expressions des quantités &/, 


Il nous reste encore à remplacer & 
sous la forme appro- 
priée à notre objet. Ces valeurs s’obtiennent facilement, comme 
on va voir. 


SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE. l 


SJ 
St 


XI. J'applique à cet ellet la formule générale 


en supposant 








fe #57 
[: (3 = J A, 
3 — C 
c'est-à-dire 
F(Cz TE LUE ZE 4 C2 ZA A 
+ pi + Pa L 


IL est aisé de voir alors que #(z) devient une expression entière 
en set {, entièrement semblable à O6(z, £), de sorte que, si on la 
désigne par D(z, ), on a 

P(z, Û = 5 + ©1 ( 6)3 DU TASSE. Ga(t 1e A: CCR On(E), 
&;(Ÿ) étant un polynome en © de degré £, dans lequel le coefficient 


de €? est l'unité. Ainsi l’on obtient, en particulier, 


ONE n, 


et l’analogie de forme avec 0(z, {) montre que le déterminant 


PS 7) DES zu) . DZ: 75) 
P(3o, 51) P(Zr 31) ... P(2Zn, 41) 


Sd SUN Le ete is. 


P(Z0.3n) P(Z1,2n) ... P(Zn, 2n) 


est encore égal à 0?. Cela posé, nous tirons de la relation 


Ja PETER — 6—T0 P(230, "4 )— 22 P(Z, Co): 


e/ - C 


3 
en supposant Ÿ — £;, la valeur cherchée 
eh — le 2 P(20, z;) — eZ D(Z, z;). 
Or, voici les expressions des quantités £!, qui en résultent. 
Soient 
M 7) LA (Zn). A, DZ en), 
vor — B, P(Z, Zo) —- B; P(Z, Z1 ) +, . + B, P(Z, Zn); 


j —= L, P(Z, 20) nr L; (2, 31) mi D ae L, P(Z, Zn); 
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el convenons de représenter par -b6, 1bo, ..., £ 0 les valeurs obte- 


nues pour Z — %,; on aura 





ENS EN Es: bo DE eTLA, 


el, = eh — eZ lb, 
Eh er p ei 


Dans ces formules, Z désigne l’une quelconque des quanutés z,, 
3, +, 3x3 Maintenant, si nous voulons mettre en évidence le 
résultat correspondant à Z = 34, nous conviendrons, en outre, de 
représenter, d'une part, par «x, 1bx, ..., £ x, et de l’autre par}, 
x, -., 4 les valeurs que prennent, dans ce cas, les coefficients L, 


FO 1] 


af ( : 1léce c 
Ub, 5, L6/el iles quant nc 


.., <*. On obtient ainsiles 
équalions 
ni = e—<o 0 — eKk y, 


Th —= eo bo — eTk NDz, 


vote ele) slete e), 0 sv € 2) ose 01 


qui vont nous conduire à la seconde démonstration que J'ai 
annoncée de lPimpossibilité d’une relation de la forme 


eoNo+ eoNi+...—+eïnN, — O, 


les exposants 36, 31, ..., 3, élant supposés entiers, ainsi que les 
coefficients Ni, 2N;,,  N7. 


XIII. Je dis en premier lieu que &!, peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, pour une valeur suffisamment grande de m. 
Effectivement, l’exponentielle e7* étant toujours positive, on a, 
comme on sait, 

z 2 
e FR (2) ds = 0) Î eT3 dz — F(E)(e-%— eZ), 


0 0 


F(z) étant une fonction quelconque et £ une quantité comprise 
entre les limites z, et Z de l'intégrale. Or, en supposant 


x mn (z 
MOREL 


1 


SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE. 2 


on aura cette expression 


VE TARA ANS, 


1.2...M—I È — 2; 





qui met en évidence la propriété énoncée. Cela posé, je tire des 
équations 
ñ} = 6720 59 — el, 


Nn$ = e- 205 — 67-5240), 


la relation suivante, 


noNEmermeNEE t'en N, 
== eT%(ez: N: —- ez:No +. e 1 En N, bo 
— (bi Ni + bo Neo+...+ bn Nh): 


Si l’on introduit la condition 


e0No+esiNi+...+eznN, = 0, 
elle devient 
enn9Ni+eznsNo+...+ en N, 
= — (bo No + Ni +. 0 y NN»). 


Or, en supposant que Z5, 31, ..., 3, Soient entiers, il en est de 
même des quantités O(2;, zx), D(z;, 3x), et, par conséquent, 
de 9, db, ..., b,. Nous avons donc un nombre entier 


do No + 1 Ni +. ee nie 


qui décroît indéfiniment avec n}, n,, ..., n,, lorsque m aug- 
mente ; 1l en résulte que, à partir d’une certaine valeur de m, et 
pour toutes les valeurs plus grandes, on aura 


bo No+ 1 Ni +. . baie O, 
et, comme on obtient pareillement les conditions 


Vo No + vb: Ni+.  — Qt Nr 0, 


SIN RIS ne ee © 2e. 9» 0 ee © 6 » © Se 9 +» ve 0 , 


L oNo+ £ 1 Ni+...+ de 


Qr Nr = 0, 


la relation 
e% N, + eaN;+...+ eïnN;, = 0 
Del. 12 
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à pour conséquence que le déterminant 


9 sien .….. y 


Lee 40 bis Un 
lei de 


doit nécessairement être nul. Mais, d’après les expressions des 
quantités Lx, Ubx, ..., £ x, À est le produit de ces deux autres dé- 


terminants 
A5 À. :.0 À, | 
Bo B, on pe | 
Lt Le AT 
et 


P( 30, Z0o) P(Z1, 20) ... P(S, &) 
P(20, 31) P(31,31) ... P(z2/311) 


P(Zo, 2n) P(Z1, 3n) -.. P(2n, Zn) 
dont le premier a pour valeur ?(*71), et le second 0?. On a donc 
A—Ô?", et il est ainsi démontré, d’une manière entièrement 
rigoureuse, que la relation supposée est impossible, et que, par 


suite, le nombre e n’est.point compris dans les irrationnelles algé- 


briques. 


XIV. Il ne sera pas inutile de donner quelques exemples du 
mode d’approximation des quantités auquel nous avons été con- 
duits, el je considérerai d’abord le cas le plus simple, où l’on 
ne considère que la seule exponentelle e*. En faisant alors 
f(s)=2(3— x), nous aurons 


TL 
I 2 
En = eT= z'n (3 = TE dz 
RAD EE T2 L 0 


oi! 


TL 
1 
EU = ——— Î e-3zm—1(z — x)" da, 


LR LEE 


x 


1 
El, = ——— f es zn(z— x)" ds. 


ÉD STUUEERIR 
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Or on obtient immédiatement 
8(3,6)=3+6+2m+i-x, 
d’où 
8(0,0)=2m+1—X, OUTO0)=Lm EI, 


DO RMI, O(x,T)=2m+1+ x, 
et, par conséquent, ces relations 
Enti= (2m +1—x)en+(2m+i)e, 
Eh =(2m+i)e, +(2m+i+zr)el. 


J'observerai maintenant qu'il vient, en retranchant membre à 


membre, 
EN SE CHAR Le x(e + cn). 


de sorte que, ayant 
Em = En + Eh 
on en conclut 


Eyn+1 — RTS — LEyne 
Joignons à cette équation la suivante : 

el —— e0 — € . 

11+1 STE REY) 1 ms 


nous en déduirons les valeurs 


ao 


Ft Emr1t + VE 0 m1 — En 
£ = ——— 7) € = —_—_—————— 
141 2 /+1 2 


et, si l’on y change 727 en m—1, une simple substitution, par 
exemple, dans la relation 


= (2m+i—-r)e, + (am —+i)el,, 
donnera le résultat précédemment obtenu (p. 165), 
En+1= (4ÂM+H2)En + L'Em1. 


Soient, en second lieu, 


nn — 2, Z0 —= O, ete ED 2: 
d’où 
A()= 25 1)(2 —2)=—33— 33 oz; 
on trouvera 
(3,0) = 32+(C—1)3+(É—1)+3m(zs + +1) + gr, 
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et, par conséquent, 


(0,0) =9m+im+i, O(0,1)=9m?+ Gm, (0,2) =9m+ g9m—+I1) 
A(1,0)=9m +6mtHi, O(1,1)=9m + gm+i, O(1,2)=9m+i2m+S3, 


(2,0) =9om+om+3, O(2,1)=om+iom+4, (2,2) =9m+I5m+ 7. 


£n particulier, pour » = 1, nous aurons 


eg —13e9 +16el+orec}, 
el —15e9 +igel + 25e, 
D une = e De 
ci =1909+924el+ 31e; 


d’ailleurs 1l vient facilement 
P(z, C)= 23 + (C —1)3+ (€ —1), 


ce qui donne 


et —i1—e-2(22— TZ +1), 
El —er 2, 
e—=1—e (224 Z+i); 


on en conclut 


e9—3—e-L(5027+ 8Z +34), 
el = 40 — e-/(5922+ 102 + 40), 
e5 = 50—eZ(7422+12Z + 50). 


De là résulte que 


em Ei9+el+ei—=2—e-2(3722+ 0), 


ee = e9+el+ ei — 124 — e—2(183 Z?+ 50Z +124); 


et, si l’on fait successivement Z—1, Z — 2, l'expression de 


eo 
_ 


fournit les valeurs approchées 





' _ 
EE DA e? = 5. Led Ti 
et l'expression de &, les suivantes : 
LE a, Fr Jibx 
124 124 


où l'erreur ne porte que sur les dix-millièmes. En supposant en- 


SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE. 181 


suite 72 — 2, ce qui donnera (!) 


A | PS 9 Fe 9 
es — 436$ + 49gel + 57e5, 
el = 48e9 + 55el+ 64e5, 
cts ne = 7-2 
ei = 55e$ + 635i+ 53e, 


nous obtiendrons 


€ — 6272 — eZ 925922+ 15182 + 6252), 
— 7032 — e—Z(10381 Z?+ 17022 + 7032), 
2 = 8040 — 6e Z(1186922? + 19462 + 8040), 


d’où 
e3 = 21344 — e—2(31509 L2+ 51662 + 21344), 


el, par suite, 


l'erreur portant sur les dix-millionièmes. 


(:) Dans le texte d’Hermite, on trouve au dernier terme du second membre 
de la troisième ligne ke coefficient 75. M. Bourget, en refaisant les calculs, à 
trouvé le coefficient 73; cette rectification a amené des modifications assez impor- 
tantes dans les valeurs de e et de:e?, dont l’approximation monte, de ce fait, aux 


dix-millionièmes. ÉP: 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. Cu. HERMITE 


SUR L'INTÉGRALE JS)" er 


\ 


Nouvelle Correspondance mathématique, 1. 1, 1854, p. 33-35. 


Permettez-moi de vous adresser une seconde détermination de 


l'intégrale de Poisson 


F sin? æ m 
————— dx, 
à = éEos re 


qui offre l'application la plus importante du théorème de M. Liou- 
ville, dont vous avez donné la démonstration. 
Soit, pour abréger, 


sin? 7 


AU PE memes eE ee 


24 COST + a? 
Je désigne par < une constante telle que la série 
ef(æ)+e f(x) +...+enfm(x) +, 
soit convergente : elle aura pour somme 


ef(æ) . 
1—ef(x)? 


ce qui conduit à chercher la valeur de l'intégrale 


dont il suffira ensuite d’effectuer le développement en série, sui- 
vant les puissances croissantes de &. Or, en faisant pour un mo- 


I—24 COST + a? 


; by sin?x me 
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0 


ment cosæ = 3, la décomposition en fractions simples de la fraction 


rationnelle 
LS s&2) e(1— 7?) 


1—Ef(T)  1—2az+a?—e: 


donne immédiatement le résultat; car, en écrivant 





cn 22 G H 
A = 


1—2a3+ a E(1— 23?) Lg —23 h — 3 


vous vovez que nous sommes ramenés à l’intécrale connue 
O 


HOTTES T 
—————————— ZE  ————_——— 
£ — CoST Ve?—1 


A0 


Cela posé, on obtient, en résolvant l’équation du second degré 











1—2az + a?—Ee(i— 3?) —0o, 
RARE Vlr s)(a?— =) h Re AV INT) u?—&) 
— 5 à - 
On a ensuite 
g2— I hi? I 
GES , H — : , 
g— h FRE 
LT EF RAS 








comme il est facile de le véritier en élevant les deux membres au 
carré. Mais 1l est nécessaire, avant d'employer ces formules, de 
choisir les signes Æ de manière que les radicaux aient bien les 


déterminations qui leur conviennent dans les relations 


s14 
154 dx T [ dx T 
———————_——— —= CE i) a ———— << ——— 0 
Er COST VE LEE 0 h— cosx he 


Revenant, à cet effet, à la condition de convergence de la série 
2c#fr(x), j'observe que le maximum de f(x) est l’unité pour 


[ . 
a<1,et, pour a 1; on doit donc supposer e 1 dans le pre- 
mier cas et & << a? dans le second, de manière à avoir e f(x) 1, 
pour toutes les valeurs de la variable. De linégalité 1 — ef(x)> 0, 


résulte que l’équation 


1—ef(x)=0 
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n'admel aucune racine réelle par rapport à x; cependant on peut 
toujours supposer g et À réels, en prenant dans les deux cas, ce 
qui est permis, e moindre que la plus petite des quantités 1 et a?. 


Effectivement le radical ÿ{(1—e)(a?—+) sera réel, et, si l’on 
admet que & soit positif ainsi que e, l'équation 


1—2a43+ ad? —z:(1—3?)=0 


fait voir que Îles racines seront, l’une et l’autre, positives. De là 


résulte que, dans les relations précédentes, 


5 . 

JP dx T JL. dx T 
RER NT es) AT 

Jj (6 iCOs ANNEE, o - L — COST ON 


les radicaux ont le signe +; par suite, on doit prendre 


aVi—Ee—Vaud?—E# 
= —__—_——————————— 
5 


rer Veaes 
le) 


si l’on suppose a 1; et 





PET Var—e—ayrimte 


€ 


dans le cas de &« >> 1. Ayant toujours d’ailleurs 








VAT ai CRE vai € 


2 


2 
on obtient, dans le premier cas, 


75 . 
[ e sin?xr dx 


1— 24 COST + A? —E sin? T 


— ES 1+(1— Sul} 


0 


et, dans le second, 


1 
T 2, Fr: 
k e sin?x dx € 2? 
D Te en (LUS = Q 
ÿ (— 24 COST + a? — Ee sin?x a? 


0 


Vous voyez que ces formules donnent bien le résultat de Poisson, 
en faisant usage du développement 


Re: 1,3.5..-.(2Mm—I 
PRENOM 


1 
=+ l 
I—E) ?=1+— - 
) 2 2 SUR OI 


EN +... 





EXTRAIT 
D UNE 


LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. BORCHARDT, 


SUR LA 


TRANSFORMATION DES FORMES QUADRATIQUES 
TERNAIRES EN ELLES-MÈMES. 


Journal de Crelle, t. 78, 1874, p. 325-328. 


Permettez-moi de répondre à une objection très fondée qui a 
été faite par M. P. Bachmann, à mes formules pour la transfor- 
mation des formes quadratiques ternaires en elles-mêmes, dans 
son travail intitulé : Untersuchungen über quadratische For- 
men, tome LXX VI de votre journal, page 331. L'analyse indirecte 
dont J'ai fait usage ne prouve pas en eflet qu’elles comprennent, 
sans aucune exceplion, toutes les substilutions qui reproduisent 
une {orme donnée; or un point aussi essentiel demande à être 
complètement éclairei, et c’est ce que je vais essayer de faire. 
Désignant la forme proposée par f(x, y, 2), et posant la condition 


HE, Z) LA, +. ZL), 
Je l’écris de la manière suivante : 


df Re ce NOR 


NEO Nu: AIX dY rar 





ou pour abréger 
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Cela posé, je jJoms à cette condition la relation identique 


Le 
pd Nr 


et J'ajoute les deux égalités membre à membre, ce qui donnera 


APN CNT te 
ce(s) =ex(S ee) 


\ 


ou bien 


AAC 


x 


Soit maintenant 





| At Pres 
U —=x—X, U JE TN 
| nn, Mc TeE 
Pen dE 

NS cr 
WW 7, W= 00771 


Vous voyez que des expressions de x, y, z en X, Y, Z résulte- 
ront pour ces diverses quantités des fonctions linéaires de ces 


trois indéterminées, telles qu’on ait identiquement 


UU'+ VV'+ WW'= 0. 


Cherchons ces fonctions, et pour cela considérons un premier 
cas dans lequel nous supposerons qu'il soit possible d'obtenir 
inversement X, Ÿ, Z en U, V, W. IL'est clin queues, 
seront alors des quantités linéaires en U, V, W, et un calcul facile 
donne sur-le-champ, pour la solution de l'équation proposée, les 


formules 
U =, V — VW, 


(1) VW —vU, 
Wi= pU — XV, 


où À, 4,7% sont des constantes. Or on en tire les relations suivantes : 


3000 UZ —VY cl 


TRS TU Las 
(D) ! vx —Àz + ox az Ro. 
de af T - df 
A) me 7 at a ner 
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d’une forme bien différente de celles que J'avais d’abord obtenues, 
à savoir 





f df _ df df 
Var ”VT! 

df df a df 

IT d = ee ÿ = — VERS Etre es. 
229) C4 ARR 7 "ax 
FN NET TER CHENE 
ee AXIS AT 


et qui résulteraient des équations 


U =v%V' —uW, 
V =iW'—yUr, 
W = pUÜ'— À1V!. 


Mais un de mes élèves, M. T'annery, agrégé de l’Université, a fait 


D ; : = Es or 
la remarque ingénieuse qu’en remplaçant À, 4, v par D 2°D 1 
\ 


1 dg 
D dy 
son déterminant, et changeant X, Y, Zen —X, — Y, —7, les 





» où g(À,u,v) désigne la forme adjointe de f(X,u,v), D 


équations (1) donnent les relations (Il). 

Supposons, en second lieu, qu’il ne soit pas possible d'exprimer 
X, Y, Z en U, V, W; en désignant alors par 4, 0’, 0” trois indé- 
terminées, Je proposerai d’une part 


Lr==.6; VE 0'e W = al — D 


et de l’autre 
DR OA 6--A" 6", 


V = BÔ + B'6'—+ B’6”, 
W= C0 = C6 C6". 


Cela étant, la condition proposée UU'+ VV'+Æ WW'=— 0 donne 
les relations 
À +aG =, B'— bB'=0, 
AE da —0, B'— bC"— 0 
et 
A'+ B + ati -bG—=0: 


En remplaçant cette dernière par les deux suivantes où € est une 
indéterminée 
ART C, B—b0C=—6, 
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on conclura 


A = — aC, B = bC— 0, 
A=—aC'+e,  B'—8C! 
A"=— aC", B"— AUS 


et 1l en résulte que 
U'=— a(C0 + C'0"+ C0") + «0 = cV — a W', 
V'= " GICR + CO CO) CO NEO 
Ayant ailleurs W= aU — b V, il est clair que la nouvelle solu- 


on obtenue se déduit des équations (1) en permutant W et W!. 
Or les relations auxquelles elle conduit entre x, y, 5 et X, Y, Z, à 


savoir 
df LAINE. df df 
CD Pride Y 077) 
f _ df A AA 
CRC El à PNR O TION 


se ramènent au type (11) si l’on fait 
À u I 


a = — à b=:", Ce 
car l’équation 
At+uy+vs=ÀX+puY+vzZ 
s'en déduit comme conséquence. 

Il ne reste plus qu’à examiner un dernier cas dans lequel U, V, 
W dépendraient d’une seule indéterminée au lieu de deux, de 
sorte qu'on aurait U—aW, V—S$SW, et par conséquent 
aU + 8 V'+ W'= 0. Nous aurons alors les relations 

æm—az—X—al, 
+ PTE ot À 


Ce Pt SR df> + SANTE 
Éorr Ro r AY Ty m7 72 


. Q 
qui en remplaçant & et $ par ne É donnent les formules 


EX ape a PE a) 


Ft, B,v) | dX ze 
DCR ES a S CHR NC 
NTR ee oc HF la) 
es df FOR 
7013 fa Ce Re +1S) 
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Je m’y arrête un moment pour observer qu’en désignant la substi- 
tution ainsi obtenue par S, on aura St = 5, d’où S?— 1. Cette cir- 
constance m'avait fait penser un instant qu’elles consutueraient 
une exception au type général, mais J'ai ensuite remarqué que les 
relations (1) donnant la suivante : 


RON EN V5 af | af 


a Dex ar ‘az 


il suffisait pour les obtenir de poser À = àv, 4 = fy, puis de faire y 
infini. Je pense, mon cher ami, avoir ainsi rempli la lacune que 
présentaient mes anciennes recherches. 





EXTRAIT 
D’'UNE 


LETTRE DE M. Ca. HERMITE A M. BORCHARDT, 


SUR LA 


RÉDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. 


JournalidlenCrelle, tr. T9, BEAUTE 


Deux géomètres russes extrêmement distingués, M. Xorkine et 
M. Zolotareff, ont récemment publié dans les Annales de Mathé- 
matiques, de M. Neumann, des recherches approfondies ayant 
pour objet, entre autres choses, le théorème de Seeber:, sur la limi- 
tation du produit des coeflicients des carrés des variables dans les 
formes quadratiques ternaires réduites. L'importance du sujet 
rend peut-être utile de multiplier les points de vue sous lesquels 
on peut le traiter, et, après la méthode de ces deux auteurs, je pro- 
poserai la suivante. 

Soit 

D—aa'a"+ 2000" — ab?— a 'b'?— a"b?; 


:] 


il s’agit d'établir dans deux cas distincts que la condition 
aa a" 2D est vérifiée, le premier supposant les conditions 
7 bo: D :0, bo, 

RNA Par) de DE IT, 10 00 D DISC 


et le second cet autre système 
BR He, PE D: 
(I) De Ace —90"< a, — 20'< à, — 20 < a’, 
| a+a+2(b+b+b")>o. 


Considérant à cet ellet a, a! et a” comme constants dans l’expres- 
sion 
2D— aa'a "= aa'a"+— 4bb'b"— 2ab?— 24 b'2— 2 a"b"?, 
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J'observe qu'il suffira de prouver qu’elle est positive quand on 
attribue à b" par exemple sa plus petite et sa plus grande valeur. 
Effecuvement dans les deux cas que nous avons à traiter, 0" par- 
court des valeurs toujours du même signe, positives dans le pre- 
mier, négatives dans le second, à partir de b" = 0. Or l'expression 
est un trinome du second degré en 0” dont le terme du second 
degré est affecté d’un coefficient négauf, et, si le terme constant 
qui est donné pour D" — o est positif, ses racines seront réelles et de 
signes contraires. On voit par là qu'à l'égard d’une série de valeurs 
du même signe, 1l suffit bien de vérifier que l'expression est posi- 
tive aux limites, pour être assuré qu'elle l’est aussi pour les valeurs 


: te ; : : : a 
intermédiaires. Cela posé, faisons en premier lieu &"— 0 et b" —- 


dans l’expression de 2D — aa'a”. Je remarque que les quantités 
auxquelles on sera conduit, et qu'il faut démontrer être positives, 
seront à l’égard de D’ des trinomes du second degré dont le terme 
du second degré sera encore négatif, et que cette variable sera de 
même assujettie à parcourir une série de valeurs de même signe, 
de sorte que le raisonnement précédent leur sera applicable. Sans 
le répéter davantage, on voit clairement que notre objet est main- 
tenant de donner les limites de ces intervalles que parcourent 
b, b', D", sous les conditions (1) et (IT), et'de calculer les valeurs 
correspondantes de 2 D — aa'a". Orelles sont pour le premier cas : 
































b=T, C4 ET ES 
b' OR d' tr aa’? 
D = —»3 au «a — ) 
) 3) 
b'— 0 a?a 
b = 0, at a — ; 
b'—2 ’ 
2 a’ TT: a? a 
D, au à — — —— ) 
\ 2 2 2 
9 L/4 
L a? a 
b = 0, aa a” — mt 
010 | ; 19 
a DE a?a aa © 
Db—= —; aa «a — us , 
» 2 D) 
bd" AT / 
HR NAT a? a” 
| D" 0. aa a — a td ; 
ele 
4 13 9 [4 
2 a LABELS a? a 
b = —, au a — — , 
| ‘) 2 2 
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Dans l’autre cas on aura ce second Tabieau : 


























| | bi 0: aa, 
b'se10 4 a et RE 
bee ad d'— >) 
\ 2 2 
b" — / ! 
+. 
D0, aa a — » 
b' a 2 
in 2 a’ re GE a? a’ 
b—— —, aa a" — — — } 
2 F1 2 
/ aa” 
| DE, a a'a"— ? 
0110 ; 
Vi } ' 2 1 12 
a AL aa 
b 5" T0 (6 8 8 D e— x , 
2 2 2 
a \ 
D Le 
2 a? a’ a? a” 
à ! " 
| b= 0, aa «a — = > 
L' a 2, 2 
ne ln 
2 a'—a TUE a? a” 
D —— ——, au a — — — ; 
2 2 9 


et à première vue on reconnait que ces quantités sont positives 


sous les conditions 
Mt. 


Mais cette démonstration toute élémentaire est loin de l’élégance 
et de la profondeur de celle que Gauss Lire dans le premier cas, 


par exemple, de cette identité 


2D=aa'a"+ ab(a'—2b)+ a b'(a"— 20") + a"b"(a — 2b") 
+ b(a—2b)(a —20")+b'(a'—20")(a"— 20) 
-- b'(a"—2b)(a—2b')+(a—2b')(a — 2b")(a"— 20). 


En réfléchissant à cette étonnante transformation J'ai fait la 
remarque qu’elle peut être généralisée de cette manière : 


244 4"D = (2ax'x"—1)aa a" + uaab(a — aux" b) + x'a b'(a"— 2aax"b') 
+ a"a"b"(a—2uxb") + ab(a—2xb')(a — 2x" b") 
+ a'b'(a'— 2a"b")(a"— 24b) + x"b"(a"— 2ab)(a — 24'b') 
+(a—92ab')(a'— 2%x"b")(4"— 24b). 


On vérifie aisément en effet que le second membre s’évanouit si 
l’on fait 4 —0o; par un changement de lettres on conclut qu'il 
s'annule aussi pour 4 = o et” — 0; la formule est donc démontrée 
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en général; puisqu elle coïncide avec celle de Gauss, en supposant 
dr, = 1. 

Enfin je remarque qu’en permutant + et y par exemple dans la 
forme proposée, ce qui revient à échanger « et 4! d’une part, 
b et b' de l’autre, l’invariant conserve la même valeur. Il en résulte 


que cette seconde relation donnée par Gauss 


D =aa'a"+ ab(a"—2b)+ a'b'(a—2b") + a"b"(a — 2b") 
+b(a—2b")(a"—2b")+b'(a —2b)(a—:b") 
+ b"(a"— 20")(a'—-2b)+(a—2b")(a' —-2b)(a"— 20") 


est simplement une conséquence de la première et qu'elle se géné- 
ralise de la même manière. 


Saint-Sauveur (Hautes-Pyrénées), 25 juin 1874. 


H, — III. 19 








EXTRAIT 
D'UNE 


LETTRE DE M. Cu. HERMITE DE PARIS À M. L. FUCHS 
DE GOTTINGUE, 


SUR 


QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


Journal de Crelle, t. 79, 1875, p. 324-338. 


. J'ai pris en effet pour point de départ l'intégrale suivante 
Y = f{z — Z0)Vo7 1 (32— 33 )a-l.,.(3— 3h )Un=1(x — z)1-P dz, 


qui comprend les transcendantes hyperelliptiques, et dont Je tire 
facilement une équation linéaire d'ordre n +1 analogue à celle 
qui définit la série de Gauss. 

Soit en eflet 


12) 1). SL 
puis 
__ Ho.f(s) #2 ti f(z) be . Un f(S). 
One paye Fer 


on trouve aisément la relation 











cu P dry re ta 2 (2) LS TEE 
fa) +Lr to + EE (x) TT 
mn! GE 5 (P—1)(P—2) RS 
—f1(æ _E (RAR erreur — SIT fie © DRE 





— PPS 





- 
Ê 
| 
4 
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Or, en supposant les exposants bu, 1, ..., à positifs, le second 
membre s évanouit pour 3 — 39, 31, ..., 3», et, si l’on convient de 
désigner par Z l’une quelconque des 7 quantités 3,, 3, ..., 3n, 
les diverses intégrales 


Z 


| ’ $(z)(æ — 3) dz, 


0 
où jai écrit pour abréger 
#(3) =(3 — 20) 1 (3 — 3: )Bi—t, ..(3 — 3n)Un-i, 


satisfont à l'équation linéaire sans second membre. Mais il est un 
autre point de vue que celui de l'application de vos théorèmes 
généraux sous lequel cette équation me paraît encore offrir quelque 
intérêt. Ces rapports de la théorie des fractions continues avec 
certaines équations du second ordre que nous ont fait connaître les 
belles recherches de M. eine et de M. Christoffel se trouvent 
en elfet susceptibles d'extension, et vous allez voir comment 
l'équation linéaire d'ordre nr +1 se lie aux modes nouveaux d’ap- 
proximations simultanées de plusieurs fonctions, dont j'ai donné 
un premier exemple en considérant les: quantités e47, ebx. .., 
[Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus, 1833)]. Soit 
d’abord, en effet, en supposant 7 un nombre entier positif, 


Ho = H1=...—= Mn = M HI 
et : 
P=Mm+n+HI; 


on sera conduit à l'équation 





Ù | SONO 
ke ee = dr De mine) (me rs (rie 
+ d'— 58: 7e 
— L(m+n)(m+r—in(om —n+2)f (A pepe nee 0, 


dont x solutions représentées par les intégrales 


AN GENTER ) 
NES f er a (x — 3)n+i dz 


s’obtiennent comme il suit sous forme finie explicite. Dans la for- 
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mule élémentaire 





dm au 
Ur de =e+ (ir [VS Te de, 

où 

dm-1V dU dn—-2V dn—\U 

y PC PR 
Bb: dam que dz dzm—-2 Re ( À Le dzm-—1 ? 
je fais 
Ur); V — el 

et observant qu'aux limites 3 — 35, 3 — Z la quantité 6 s’évanouit, 


puisque la dérivée d'ordre »m — 1 de f”*(z) contient encore le fac- 
teur f(z), j'en tire en négligeant un coefficient numéfique 


dm Mr rs) ) dz 
Ÿ = Ms Tr ObEER 


im fm(z 
P(z) — . ); 





Soit pour abréger 


on pourra écrire encore 


= PE) de = (æ DE —— ils EEE ) ds, 


de sorte qu’en désignant par b;(x) l'intégrale 


jf ESSpr 
: PE Z “# 


Z0 








qui est un polynome entier en x d’un degré inférieur d’une unité 
au degré de (x), les expressions cherchées sont 


Az 
n= ste) [ di), 


= te 








Cela posé, on voit immédiatement, en revenant à l’intégrale 


15 (CS) de 
(æ— 3)m+1 
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dont elles ont été déduites, qu’elles donnent des développements 
suivant les puissances descendantes de la variable commençant 


par un terme en 
I 
æam+i 4 


Les fractions de même dénominateur 


P,(x) P,(x) P;12) 
P(x) (x) | p(x) 











représentent donc les quantités 











aux termes près de l’ordre 


I 
dmn+Im+i1 7 


ou si l’on veut de l’ordre de 


I 
b(æ) VC) 


afin de nous rapprocher de l’arithmétique, et elles doivent être 
regardées comme analogues aux réduites de la théorie des fractions 
continues. Pour le mieux faire voir, supposons que (zx) repré- 
sente le polynome le plus général de degré mn; tous les coeffi- 
clients se trouveront déterminés sauf un facteur constant, en s’im- 
posant pour conditions, que les développements suivant les puis- 
sances descendantes de la variable des n fonctuons 


#4 dz EN z LEE: 
æ(æ) f — Le d(æ) f ei ..) de) f —— 


ne contiennent aucune des puissances 











I [l 


, — J ..…. —— © 


I 
— ? 
“A de DU 


Et si l’on désigne les parties entières de ces produits qui sont de 
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degré mn—1, par 
P1(æ), Pa(x), GRO Pr(æ), 


on atteint précisément, mais sans la dépasser, l’approximation que 
nous avions obtenue pour les Lens 





dont les développements commencent par un lerme en 


ll . 
æn+1? 


on voit donc que cette approximalion est bien en effet de l’ordre 
le plus élevé possible, en supposant 


dm fr" (æ) 


P(æ) E- dam 


J'achèverai enfin de mettre en évidence le lien de l’équation diflé- 
rentelle avec ce nouveau mode d’approximation des fonctions, 
en élablissant que ®(x) en est une solution, et ce sera aussi en un 
point essentiel compléter son analogie avec le polynome X, de 
Legendre. Remarquons à cet effet que, rien ne spécifiant, à l’égard 
de T; intégrale 


f"(z3) dz 

PR ET Gr NA 
arr NII 

Ju, (&—3) 

le chemin suivi par la variable entre les limites z,, Z, on est 

maître d'introduire dans une des solutions, telle que 


sf LÉ ——— Do ni (4 


les déterminations multiples du logarithme. Or on obuent de nou- 
velles solutions, dont se tire immédiatement, par différence, le 
polynome (x). 

Des résultats semblables aux précédents s’offrent dans des cir- 
constances un peu moins simples, lorsqu'on fait la supposition 
suivante : 


I 
Bo = Hi... — Mn —= LAPS 
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et 
P=m+n+i, 


m étant encore un nombre entier positif. L'équation différentielle 
est alors 


dn-— 1 4 


dn+1 y I 2 ; CAP 1 | ' 
(x) + (n+2) IF pere ATEN) The Name 


( dn+i 


À} 


3 pre) d° 
— — (mn) (mn + HA —1) (am — n +- ==) fe ee — sur hi 0, 
el elle admet pour solutions les intégrales 


1 
mm —- 
an (S) 


a z. 
CE rz ji 


e_— 


qui, en opérant comme plus haut, se ramènent à la forme 





” ee dz 


dim = 
Posons 
Fu 
dm f 2(3) æ (2) 
dz"n an VF) 


de sorte que (3) soit un polynome entier de degré mn; la rela- 
Uuon suivante 


ne ) 4 ROC Fe dz 
ef = ve : = 


= 


met en évidence les intégrales A re 





et 


(1 dz ‘lp(x)—d(z) dz 
7 — TT Te 
re /, 2-21 


que Je vais exprimer par leurs éléments simples. 
A cet effet et en considérant d’abord la première, soit 


PARA EL. As RAT, 
posons ensuite pour abréger 


Àg(3z)=(2k4+1— n)A0zf+(2k —n)A1z%-t 
+(24—1—n)Aszk-2+...+(K +1 n)Ax 
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et 
à Z 4 
I zi dz 
[Zi = = == 5 
COUT} J(2) 


on aura, comme conséquence du théorème sur l’échange de lar- 
gument et du paramètre, 


: Vfiæx) dz 
din (De) Vf(z) 
NN dr *1iæ) dx L.. FAr-AIE 
—= (ZI, SF ZL]n- re …—+ [2] RE 
a x V/(æ) 1 VI(æ) ‘4 Vf(æ) 





Quant à la seconde, où figure le polynome entier 


P(æ)— PC) 


Lace 


elle se ramène au moyen des réductions élémentaires connues à 
une combinaison linéaire de 


[Z Jo, [Z ]:; shot CZ Tr, 


et sera par conséquent de cette forme 





Ep(x) — D(2) A 
J rs LA die) + [Zlns date) +. [2h ba(e) 


B,(x), Po(x), ..., Da(x) étant des polynomes entiers en z de 
degré mn— 1. Ces résultats donnent la transformation cherchée 


Z DE 
Pis DH) MATE 
; Re D [Z]a— | PER Ver me «)] 
Î (æ— 3) Vf(s) Lie) Vite) 


P(x) EMA) 
+12] mp = a ()] 
Vf(r)/a  Vf(æ) 


0 0 © #7 618% 0 5 0e 0 © + 015.0 0 « + © © en se Ne Te OR 


P(x NE DA 
+[Zh | 2 [ DRE es, (æ)|, 











Vf(r) © 29 Vftæ) 
dont voici les conséquences : 
Remarquons d’abord que le premier membre conduit, comme 
on le voit, si l’on revient à l'expression 


1 
Z Li rss 
Fes) 42 


(æ sie ji ? 





201] 


SUR QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


à un développement suivant les puissances décroissantes de x 


commençant par le terme 
I 


——_—— 
æa'n+i 


Supposons ensuite successivement 
Le Zn; 


LEE, . 


1 | Æ]; 
en observant à l’égard des relations ainsi obtenues que le déter- 


minant 
[3 Jo [3] Pair: 
[32 Jo 29 |1 [Ze ]n—1 
DA 


[Zn Jo [3n } 


n’est point nul; on en conclut que le dév eloppement des n fonc- 











tons | 
ne BE) f ee nr. 

Vrtæ) Vitæ) 
P(x) M(x) dx PTS. 





7 al, Via 


VIRTR eTeNANITeTe reel she nr ele) s  elhteilole © ,'e ov 02» +..6 © © à 


DU (2) dr | 
pe P, ( Æ}, 





PU P(x) 
Ve) Vi 


commence de même par le terme ———. C’est exactement à l’égard 
xt ti e) 


des transcendantes 
n TL y ( x ) 


0 —— dx 
Ve NV (x) 








-, et il en résulte que 


le résultat obtenu par la quantité log 
4 


les intégrales hyperelliptiques 





es Ào dx jh Hi k(x) dx ç [RES 
Va) Ja Vite) MANU CT 


sont représentées par les expressions 





Dir) EE 
P(æx) Vf(æ) 








p P, (: 
ares VITE) St IE 
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- = ’ "0 l’ d # 
aux quantités près de l’ordre 


I 


(m— 5 )(n+1)41 
fi æ 
Relativement à l’équation différentielle, je remarque enfin que les 
solutions données en premier lieu par les quantités 


1 
; Im — - : 
2 2(3) dz 


FA (æ — 3)n+1 
0 


ont été mises ensuite sous la forme 


: P(x) "ArN(T) dE 
Mr © — 


HS —— — P4(x ). 
Vita) Vi) 


où 1l est permis d'introduire les déterminations muluples de l’in- 


jf À -1TNdre 
TRÈS 2 
Ja VI(x) 


"0 


tégrale 


+ 


et celte considération, précédemment employée, conduit à la nou- 


velle solution purement algébrique 


1 


M — 
à k 1m 2(% 
LICE, ou, si l’on veut, PT NE 
VF T) dx 


En rencontrant ainsi, comme un élément nécessaire de l'intégration 
de certaines équations linéaires, ces approximations des fonctions 
par des fractions rationnelles analogues aux réduites de la théorie 
des fractions continues, j'ai dû songer à chercher à leur égard un 
algorithme semblable à la loi de formauon de ces réduites. Mais 
avant de m’engager dans celte voie, et pour m'éclairer sur la ques- 
uon, Je me suis proposé, dans le cas de ces équations, à savoir | 





a dy | 

(AT) EE mn (mr A) | 
) dx? dx ; : 

 d? dd 
(æ?— 1) D Le mnt) uv: 
es re ( }# 


de tirer directement, des intégrales définies qui y sausfont, les 
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relations propres aux fonctions X,, dans le premier cas, et aux 


sin m(arc cos) 


quantités dans le second. Pour plus de généralité, je 





I — æ? 
remplacera ces équations par les suivantes : 





dy I 7 
QE + f(x) Re — = mm +1) fl Ve 
d? V és I "Ir 
DS He S f{æ Panier) f (x) 0, 


où Je suppose 


f(æ)=(æ—a)(x — 0), 


de sorte que les solutions seront 


1 
b b id ES \ 
| Ja (2) |. Er 
dr pret 


D ENT, À 1 
: (æ ARE 


Cela posé, je pars de ces identités faciles à former : 


Ze ALT =- 2(m +o[ ef 


” fn(z ) na fr (3 ) 
= rs +(m Dre = 3j? 
d [fn FT ft 
Fr ji | = 2(m +0 | 4 ll 
fi (z) | ae UE EE) 
+ mn(œ. bp} mr + M(2X — à — El 


et je les ajoute membre à membre afin d'éliminer le terme (2 Jtz 2)". 


Îl vient ainsi 


d'Ff(z)+(x—3z)f'(2) .. 
D |’ ë 


IN 1 
= m(a — uma Ea. 
Livenet 
fn(z) fr z ) 
0 0) Me re 


En intégrant entre les limites : — a, : — b et posant 


b 
I m(z ; 
= J . HART PPS. 
DZ) (æ ee: ZE 
a 
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on en tre la relation 
1 | I Le 
(mm +1)umy= (mm + A (2&æ3—a—bjum»— r m(a—b'u»m»1. 


C’est bien le résultat connu lorsqu'on suppose 





J(&) = T— [, 
pour le polynome de Legendre; mais on voit de plus qu'en 
faisant 
; x +I 
Un = Xm log see ra Ph; 


elle se partage en deux et que P,, comme l’a trouvé M. Chris- 
toffel, satisfait à la même équation. 
Je considérerai en second lieu les identités suivantes : 


1 
.In Dos IN — = 


d 2( > TA 
A | SE PR CD 
dz (TX — 4 )"r1 (x — 3)" 
1 1 
m—= m+- 
Fra F(&) fe) 
+ (m +2) Grade CRE 
RTE re. 
d JANET AE) ee: 20e 
dz (æ — 3)" Lee (æ— 3)" 


m 


8. 5 
fe J 226 


I 
UT EAN FOANEEEIE) AE BR 2 
+ PSN) ee sn (m IC 2) (x — 3)" 


mn 


> PR Ai Les » . M: Z) 
L'élimination de 1. PES donne 
(æ— 3)" 
f I Pr | = 1 
En om 1 2(3) f'(3 + 2 m—= 
Es ( 1) ide m À__?(&) SJ NTI 
da (cc — 3)" : (æ— zpnti | ad |(x— 2" 
mr 
I 2(3) 
= (a—b})? (me — +) AS Al 
/ (æ =. à Le 
FT ) m+S 
- Z 7 
——— + m(m+I) 12 es . 


+ nn 2) 


De s }rErA (æ ce z)n+2 


Intégrons de nouveau de z—a à z—b; on en déduit, “en 
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posant 


MmM—s= 
12.07" MP (3) ds 


3.6 = PONT TTERT A 
Den LL Or — A4) 


= (—1)#0m», 
L 9 

0 +1 = (2% = & ER b)0n — 17 (a rs b}? CP yr—1) 
[ri 


d’où encore un résultat connu dans le cas de 


(Ca) = 3? —1. 


20 


Je viens maintenant au cas général, en me posant cette question : 
trouver un algorithme qui permette de calculer de proche en 


proche les termes de cette série 


A $(z) dz ferio En JR ECOTAEENS 


5 ES m+1 À Pr m+2 ? 
(æ 3) (x 3) 
0 


où Je su ppose 


#(z) —= (3 — 230)Mo71(3 — 31), ..(3— 3n)Uni, 
HR — (3 — z9)(3 — z:) ve. (3 — Zn). 


Soit pour abréger 


F(z)= £$(23) f(z) = (3 — 30) 0(3 — 31)1...(3 — 3h)" 


et 
m+k=p, 


de sorte que le terme général devienne 


L F(z3) dz k 
jf (x — 3)r+1? 


#0 


je remarquerai qu'en intégrant entre les limites 3 = 3, et 


les deux membres de cette identité 


lee + mr 


da |(æ—3)P nm 0(x—3)rt1 (æ— zx)? 
on en conclut 


SE 2 
spi pJ. (w—s} 


th F(3) dz 1 f'F'(z)ds 


ea 


(æ se, 3 )+h+1 3 


=W 
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et, par suite, d’après la formule 








F'(z Vo VA ÿ 
DÉDENRER un Le + ——; 
F(3) © 7 ©() TS À en D 
Z 
1 F(z) dz Vo Ka) dz 
D z)P EU NUS Z— 30 (X — Z)? 
e 20 ( z) LE Zo 0 ( ) 
SR 2 
Vi Tab F(3) dz Vn FRE dz 
P e Zo ra À (T3)? P 2 Z0 PL) (æ— 3)? 


De cette manière l'intégrale proposée est décomposée en n +1 
autres qu'on peut représenter par 





G désignant successivement les racines 36, 3,, ..., 3;, etilen 


sera de même de celle-ci 


: F(z) f(z) dz 
C (æ sure. 3 )P+1 : 
qui est le terme suivant dans la série, et qui aura pour éléments 
a 
les quantités 
Z : / 
[ ECz) fs) dz 
he 3 —Ù (æ — z)P+1 
30 
Or ce sont les éléments ainsi définis qui donnent lieu à un système 
q Y 
de relations récurrentes, faciles à obtenir, comme vous allez voir, 
en suivant, sans y rien changer en quelque sorte, la méthode que 
j'ai appliquée aux intégrales 


Z 


ER er F(z) ds. 


LQ 


[Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus, 1873).] 
Effectivement 1l suffira de démontrer qu’on peut toujours satis- 
faire à la relation suivante 





[EE dz ” O,(z) F(z)d3 _ @(z)F(z) 


3% (æ—z2)Ptt J J(z) (æ—3} (x —2)ù 


en prenant pour @(3)et 6,(z) deux polynomes entiers du degré n, 
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et c’est ce qu'on reconnait sur-le-champ ; car la différentiation 








donne, après avoir multiplié par es 
2( 3 ; 
LE = (œ—5)81(2)—p8(2) fs) 
à LÉ V'iEA 
—(x—s)|0 GS) +8 RE |, 


et l’on a précisément le nombre voulu de 27 + > constantes arbi- 
traires, pour identifier les deux membres, qui sont des polynomes 
entiers de degré 2n +1. Ce point établi, j'observe qu’en suppo- 
sant 
3 —= Z;j 

on obtient 

Bilan eviter 0 (2;), 
et que par suite @,(3) se déduira de O(3), qui restera seul à déter- 
miner au moyen de la formule 
Ja) 


Æ 
_ 


RE) 


7 
LS 


re. + nn OU) 








(3) 
Bi (Ce) = vo 8(20) 22) LOUE Pr 


Pour obtenir maintenant @(:), après avoir déduit de la relation 
ci-dessus proposée la condition 


LCA 
QE ir “arr 


je l’écrirai comme il suit 


A n  61(3) 7 P F'É2T NOR 
(&—C)(æ—3)  f(z) | +] 9(z), 


et de cette forme nouvelle, je conclurai en remarquant que la 
8,(z) 
J(z 


doit être tel que les parties entières de ces deux expressions 


e(s)| Ê ++) + 9" (2) 


T — 3 F(z) 





fraction n'a pas de partie entière, que le polynome cherché 





et 
(3) 
CE) (z— 2) 


coïncident. Soit donc pour en faire le calcul 


P | 63) de À Si 


—_—— + —— = — -- 
a — 3 F(3) 3 3? 
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en posant 
O(3)=202"+ a3%-l+,,,+an; 


nous aurons d’abord 





! 
p Hs) | ro 
OST EEE = 050 3%-1+ a50 | Z—2+ ges | ZT + . 
( JE F(z) o$0 150 + doS0 So 
—+ doi 1101 SA 
{ps 
Soit ensuite 
f(3) s 

CR LR En none ee 2 LA + 1377 - 9 STI +, À «+ Pn—1 
&—t)(z—+) # 4 


et nous obtiendrons les équations suivantes, au nombre de », à 
Savoir : 
1 — X(So+ A), 
Pi= 4 S0+ 7 — 1) + 40541, 


Pa = (So + N — 2) + &1S1 + AO, 


Pn—1 = An—1 (So + 1) + Aro S1ie . + Xo Sn—2° 


Elles déterminent de proche les coefficients &5, &3, &», ..., ans, 
et quant à &,, qui seul reste à obtenir, c’est la condition précédem- 
ment remarquée 

LORD 

PILE 


qui en donne la valeur. Revenant maintenant à la relation 








— dz ve 8,(3) F(z)dz __ @(z)F(3) 
s—C (es), (5) GDS 
nous en déduirons d’abord 
FF(s) fe) MEL. Le [6 (E) RUES 
J, 3€ (æ—2}tt J, fa) (æ—3)° 
6:(3) 





puis, en décomposant en fractions simples, 


f(z) 


feu, RO TS ds 
n 26 (re), Fu) 2 AC 


_ @iC&) L F(z) dz 
J'(z1) 2 Cl a (æ — z})? 


O:1(2n) < F (2) dz 
Fr) Ju 3 —2n (x — 2}? 
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Mais on a 


9; (3;) = F'(zi) O(3;), 
et si l’on écrit 0 (x, 6) au lieu de 0 (2) afin de mettre en évidence ©, 
qui entre, comme il est aisé de voir, au premier degré dans &,, au 


second dans &,, et ainsi de suite, nous obtiendrons sous forme 
entièrement explicite 


2 F(z) f(2) dz “CS ) MONS 
Jf ac (æ— 3)PF1 LAON DRE 3 — Z0 (æ— 2)? z )? 


Euz dz 
+ m8(an 0 SE (æ— 3) 


Je ne ferai point, pour abréger, d'applications de ce résultat; job- 
serverai seulement qu'en considérant l'intégrale 


CO à 
————— O5 
de. m+1 ? 
! GŒ—s) 


on obtiendra, pour les éléments de décomposition, l'expression 


suivante : 


L'én(z E (or . “ 
f frCs) ds EE ne) f a 








z—C(x—32)" æ — CC 


(x) etIl,(x) étant des polynomes entiers. On voit ainsi que le 
développement de l'intégrale suivant les puissances décroissantes 


‘ I : . 
de la variable commence par un terme en ml il est facile de 


reconnaître que c'est l’ordre le plus élevé qu'on puisse obtenir 
pour un degré donné de (x). Quant au facteur 





Fe lil. 14 


il se trouve amené par la relation 
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PL ae Se) ue ” 


dxm-1| x—c@ & 


qui définit (x) à un facteur constant près (1). 


(z— x)" ds + 
Tr frs) 


. 
Nous ne les reproduirons pas, car les résultats ne nous ont pas paru 








EXTRAIT 
LETTRE DE M. Cu. HERMITE À M. BORCHARDT 


SUR 


LES NOMBRES DE BERNOULLL. 


Journal de Crelle, t. 81, 1876, p. 93-95. 


.… M. Clausen et M. Staudt ont découvert en même temps sur les 
nombres de Bernoulli une proposition extrêmement remarquable, 
qui donne pour B, cette expression 


B 


dans laquelle, A, étant entier, les dénominateurs des fractions 


NE eu 
nimes 
2 2 


soient diviseurs de nr. Ce beau théorème dont M. Staudt a donné 
la démonstration dans le Tome XXI, page 572 de ce Journal 
(Besweis eines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen betref- 
fend), conduit à rechercher directement les nombres en- 


I 


SANT 


I I 
(— 1) B,= A++ - + 
2 (e 4 








. = 
sont tous des nombres premiers tels que — 


tiers A,, au moyen des relations qui servent au calcul des 
nombres de Bernoulli. Employant à cet effet l'équation 


(2n +1)2B—(2n +1),B: 
+ (on +i1)B3—...+(—i) (an +1)on Ba = n—— 


où (2n +1), (2n +1),, ... désignent les coefficients de æx?, 
:æt, ... dans le développement de la puissance (1+æx)?#+t, on 
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en Uure d’abord, en substituant les expressions de B,, B;, B:, ..., 


[ I 
(2n + De (A+ UE ;) 


+ 
© | nl 
. 
O1 = 
be 2 


+ (2n +1), (a+ 


dl — 
QE | 
SI | 
PR 


+ (272 +1) (a+ ane 


vole) «a es eee d'elle) eo ne del ne Sin ol ee ,doje 


I I 1 
2e C2 + 20 (An+ EUR x Un EU MOQUE 1e 


6 


>1 = 
ne 


I 
+ QUE 07 
2 


sont 


, l 
Cela posé, les termes contenant en facteur = 


I 
SLR +1)+ (an +I) +... + (22 + 1)on—1], 


et comme on a 
(2n +i)+(2n +1), +... .+(2n +ion = 222— 71, 


ils se réduisent au nombre enter 2227! — 1. Mais considérons, en 


4 ’ . LL , ] . . 
général, ceux qui sont affectés du facteur me ils proviennent des 


nombres de Bernoulli dont l'indice est un multiple de =0p — 1), 
2} 


et donnent cette somme 


Do [(27 = 1)p—1 + (2n + 1)2p—2 + (2n + 1)3p-3 +. - | 


I 
P 
que Je vais montrer être aussi un nombre entier. 


J’observe pour cela que, en désignant par w les diverses racines 


de l’équation xP='— 1, la somme D + w)?2+1 a pour valeur 
(p—1)[i+ (an +i1)p1 + (22 + ape + (28 + Dap-s +... ]. 


Or, les racines w, prises suivant le module premier p, sont les 


nombres entiers 
ISO RS OR D 1} 
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il en résulte que D + w)?##1 est, en lui ajoutant l'unité, la 


somme des puissances 27 + 1 des nombres 1, 2, ..., p —1, qui 
est un multiple de p, attendu que l’exposant 272 +1 n’est pas 
divisible par le nombre pair p — 1. Ayant ainsi 


d'G+ went += 0 (modp), 


on voit immédiatement que S, se réduit bien à un nombre entier 
et nous obtenons pour le calcul direct des nombres A, la relation 
suivante : 


(2n+i)}A;j+ (an +1), A3+...+ (on +i)onAn 


DS 1 S, 


où les quantités S;, S;, ..., S, se rapportent à tous les nombres 


premiers Jusqu'à 27 +1. 
Soit, par exemple, n — {, les nombres premiers jusqu’à 9 étant 
3, 9, 7, On aura 


S— 3 (36 +126 + 84 + 9) = 85, 

Dos 2 (126 + Dr 

se 
et, par conséquent, 


36 À; + 126 A9 + 84 A3+ OA, — — 255, 


ou, en supprimant le facteur 3 commun aux deux membres, 


12Â,+ 42: + 28 A3 + 3 À, — — 85. 


Pour x —1, 2, 3, nous trouverions successivement 
A: = — 1, 
2 À, + A2 —=— 3, 
3 A; + 5 À, + A3 = — 9, 
et ces équations donnent facilement les valeurs 


Atf—= ÀA:— AU A, =—1; 
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d’où 
I I I 
Di oncles Huee 
1 1 I I 
LE DS EPS A NU 
I I I I 
B: — RE NA PE a Us. 
; : 2 s) 7 42° 
] 1 I I 
Re 0 an 
On aura ensuite 
! I I 5 
Br ds de 11 Lac 
BR eu pee Bye 
Le” 2 3 si 7 13 2730 
I 1 
Br Di PAT a 
7 À 2 3 6° 
I I I I 3617 
Bs — HS +- + — — 
; DT QE ur 510 ” 
I I J I 43867 
RTE 62 Se EEE LS _ 
s a 2 3 G 19 98 ? 


Vous remarquerez cette nouvelle fonction numérique attachée au 
nombre impair DT 


S3+ SH... + Sp, 


à laquelle conduit le théorème de M. Clausen et de M. Staudt; 
elle vient se joindre à toutes celles dont la théorie des fonctions 
elliptiques a donné l’origine et les propriétés et peut être généra- 
lisée en substituant à S, la somme suivante : 


«lp — 


æ?n+1 (2R +1)p-1 (27 +1)2p-e (2R + 1)ap-3 re 
P æP—1 PES LPS de" 


qui coïncide avec S, pour x = 1. On démontre, en effet, comme 
plus haut, que $, est un nombre entier pour toute valeur entière 
de x, p étant un nombre premier quelconque, non supérieur 
à 2n HI. 


LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. BORCHARDT 


SUR LA 


FONCTION DE JACOB BERNOULLI. 


Journal de Crelle, 1. 79, 1835, p. 339-344. 


Je viens au sujet d’un Mémoire de M. Raabe, sur la fonction de 
Jacob Bernoulli (t. XLII de ce Journal, p. 348) vous présenter 


uelques remarques. Soient B’(x) et B'(x) les coefficients de 
queiq I 
À2/ À2mn+1 


dans le développement suivant les puis- 
RES RNRRNO f à À 1.2... .97t KI 


, : : . et — | ; : 
sances croissantes de À de la fonction ET de sorte que l’on ait 


x? m+l1 


I I I , 
B"(x) = nai 270 Ve (2m) Cd: (am); Bormes +... 
ax?2m+2 I I I 
B'(x)= ———— — -m2mtit —(om+i) Br? —-(om+i)s Bed? 2 +... 
2M+2 2 2 4 


L’éminent géomètre donne parmi beaucoup de résultats entiè- 
rement nouveaux et d’un grand intérêt, cette expression sous forme 
d’intégrale définie de B'(æx), à savoir 

u?2" du 


+ 
(—1)2+1(a7) "+1 B'(x) = sin2Trx [ EU e-U—2COS2TT 


er 


Peut-être n'est-il pas inutile de remarquer que la proposition im- 
portante démontrée par M. Malmsten (sur la formule 


I 
hu! — Aux —-hAurs+..., 
2 


t. XXXV, p. 55) que ce polynome ne change qu’une fois de signe, 
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entre les limites x — 0, x —1,estimmédiatement mise en évidence 
dans l'expression de M. Raabe. Effectivement, l'intégrale 


+ x € 
u?"n du 
PRE ET = 0 COS 27 


est une quantité essentiellement positive pour toutes les valeurs 
de x, de sorte qu'entre les limites considérées, B"(x) aura le signe 


du facteur (— 1)*##!sinarx, et ne s’annulera que pour t =. 
C’est ce qui m’a engagé à en rechercher une démonstration directe 
et en même temps à obtenir une expression analogue pour le poly- 
nome B'(x), qui mettrait aussi en évidence sa propriété caractéris- 
tique, d’être toujours de même signe de x = 0 à x = 1. 
J’emploierai dans ce but, la forme suivante que prend la foncuon 


ehX —] : 4e 
, en changeant À en 24 À; si l’on pose 

EÂA— I 

SIDA + SIN(2% —1)À 


= 2 
2 sin 


(x) — 


COSA = cos (27 "DA 
| D LR Re EL ©. 


l is 
AU 2 sin À 


on trouve, en effet, 
CRT : 
en ne 7) NRC 

et 1l en résulte que B’(x) et B'(x) peuvent être définis comme les 


(— 1} (9x)? 7. (— 1} (2À )2n+1 


12% CRIE 2, ONE 
loppements de (x) et Ÿ(x) suivant les puissances croissantes 
de À. La considération de ces fonctions suffit déjà pour démon- 
trer plusieurs des théorèmes de Raabe, au moyen de ces relations 


coefficients de dans les déve- 


entièrement élémentaires, à savoir: 


G—a)=i— er) dti—æ)= (x), 


SIN(2NT —1)— 
n 





I 
e(æ)+o(e +2) ENS TEE 


cos(2r 
n 





—) n cos À 
—— 


2 sin À : 
2 Sin — 
n 
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Mais c'est leur expression sous forme d’intégrales définies qu'il 
importe surtout d'obtenir, et voici comment j y suis parvenu: 
Soit f (e7) une fonction rationnelle quelconque de e*, et 


P(æx) — CNET Lex), 


—+ © 
Je ferai usage de la valeur de l'intégrale JF P(x)dzx, qui se dé- 


% — 


termine facilement comme vous allez voir. Ayant posé d’abord 











A A, A4 
Z — II & pate 
Je) ( Der a (za) | (3 — a)}*ri 
| B B, | Bg 
Nés 7 (3 — b}? 200 (3 2 pNp 


en réunissant dans la quantité IT (3), la partie entière ainsi que les 


+ [ I se . . . 
fractions en -, —, ---, s'il en existe, je remarque que l’expression 


7 
LA 22 


A A; A4 
ENT 2 È ——2 + + ———— 


CET (e?— a }? (eZ? — a)4+1 


e. 1 


peut se mettre sous cette nouvelle forme 


a ( emx )+aD.( enx }+...+ ant ent ): 


Vé— a et— a (emo * À 


\ 





Nous aurons en conséquence 


ex \ e’? \ 
P r)= em n(r)+ A (ET) DES 


ET ere d etre 4 
LA ex \ ex 8 ex 
7e (2) + 3%, D ( ) +. 86) (= 5) 


et celte décomposition entièrement analogue à celle des fractions 


rationnelles en fractions simples, ramènera l'intégrale / ® (x) dx 


: enx dr LAN NE CRE 
à la transcendante ————, el l'intégrale définie proposée à la 
té 


e/ 





Se ds ei dx ; * 
quantité ht Avant d’en chercher la valeur, je remarque 


que la constante à doit être supposée négative quand elle est réelle ; 
on est amené par là à poser : a — — est{#, avec la condition que 
h soit compris entre les limites —7 et +7, sans atteindre ces 
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limites. Cela étant, nous aurons 
+ © 


fo enx dx FT enx dr 
= = € 6— —_——— ; 
eX— a HSE GRR ET 


 —- © 


puis en remplaçant x par x + g 


To ex dx Fa enx dx 
a, —_— — CNE RL, 
ex-g-ih+ ex*—ih+} 

= ® — 


co 


et cette dernière quantité se détermine comme il suit : 
Considérons l'intégrale d’une fonction quelconque effectuée en 
suivant le contour d’un rectangle ABCD, dont la base est sur l’axe 





des abscisses, l’origine étant au milieu de cette base, et faisons 
OB = a, BC — b. Si l’on désigne par D (3) la fonction et par S la 
somme de ses résidus qui correspondent aux valeurs de 3, comprises 
à l’intérieur du rectangle, on aura comme on sait 


A +4 b 


J d(æ)de +i f Pix + a) dx 


b 


+a 
- f de +0) dei [ b(ix — a) dx = 217$. 


— «A 0 


enz 


Cela étant, je fais D(z) — Pere a A je suppose la hauteur b com- 


prise entre r et 3x, de manière qu’à l’intérieur du rectangle, 
l'équation e° +1 —o n'ait que la racine 3 — ir et D(:) le seul 
résidu — efT, Faisons maintenant croître indéfiniment la constante 
a; les deux quantités D (ix + a) et D(ix — a) tendront évidem- 
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ment vers zéro sin est inférieur en valeur absolue à l’unité, et 
l’on obtiendra 


—+ © —+ 
{l P(x) dx |! P(x+ib) dx ——2ireinn, 
d’où $ f 
+ 00 x 
: T as e2imn 
f DR ib de oireinr 


o g ? 
Sin AT Sin ANT 


‘ 


+ mx dx nr eini27—b) 
“on et+ibbiy  sinmr 


Mais on peut poser: b = 27— h, h étant compris entre —ret 


el par conséquent 


+ T, et nous trouvons ainsi 

ON er reinh 

1 etihE ri sinmr 
Soit, en second lieu, 
enrz Les e!tz 
AN ESP 
(= TS NE 

les constantes »m et n étant moindres que l'unité, de sorte que 
D (ix + a)et P(ixr — a )soient nulles pour & infini. En supposant 


—= r, la fonction proposée restera finie à l'intérieur du rectangle 
et l’on aura S — o, d’où, par conséquent, 


—+- 00 + co 
3h b(æ)de = f P(x+1ir) dx. 


Mais nous avons 


mx , enx 
ce etnT 


P(Tr +ir) —=—einr - , 
CMET> | él 








et de cette expression résulte immédiatement la valeur connue 


+ © ENT — enx eintr einT 
sé ———— dx = 7m | ——> — — | —r(cotnr—cotmr). 


ex — sin T sin MT 
co 


J'arrive maintenant à mon objet en appliquant les résultats qui 
précèdent à la détermination des intégrales, 


11 emz sin } dz ; 710 (emz— e-mz)(1 + cosh) dz 
. nes G ———————— ————————————— ————————— 0 
co ce La 


+ e-2+2cosh (eS—1)(et+e-z+cosh) 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


220 


sin / 


A l'égard de la première, la relation 


I 


ette-2+92cosh 21 


donnera 


Pa 
V2 = 00 


enz sin À dz 


Pour la seconde, j emploierai la décomposition suivante : 


4isinh(i+ cosh) 


eZ Te z ESCORT OT 


I 


(eï—1)(et+e-=:+2cosh) 


et nous en conclurons au moyen des formules 


D TICOLU7/CIT. [ 


po enz— e—mz 


eZ — ] 


e/ + œ 


la valeur cherchée 


Fr” 


CCR 


Ramenons encore ces intégrales à avoir pour limites zéro et l’in- 


fini, on 6btiendra ces formules 


sin mn À 
sin MT 


cos mh — cosmr 
Sin 72 T 


T 


[ 
_ 
de 


(emz— emz) (1+— cosh) 


(e—1)(e7 He z+2cosh) 


f 


210 


00 


[l I 
EX eztih + T 


= I 
eimh e—inh — sin mh 
sin MT SIN AT sin MT 


2isinA eil + e-ih+; 
ez — I ez+ih + I ei ez—ih 7 à 


PE mo ER Dane 
A eztih + I 


cosmhi — cosmr 


dz =T 


sin MT 


*(emz+e-mz\sinh 
ee = dz, 
et +—e-z2+ocosh 


co (ez+ 1)(en3— e—mz) (t + cosh) 
(ez — 1) (ez + eZ D À cosh) 


27 cosmh 
CR 
sin MT 


dz, 


où figurent des fonctions paires de la variable sous les signes d’in- 


tégration. 
Elles donnent le résultat auquel Je voulais arriver en faisant: 


À 
m—-eth—=Tr 


(1 — 2x), de sorte que À soit compris entre — 


je 
et +ret x entre zéro et l'unité. Il suffit, en effet, de remplacer z 


par x3, pour avoir 


sin À + sin(27 —1)À 


o(x) 


I 
2 


2 sin 


Fr 
+ —SINn2rT — 
+) b enz 


ehz | e—hs 
- da, 
+ ei 2 COS2TT 


Le] 
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et 
cos À — cos(27 —1)À 
2 SIN À 
Fe] en \ Ve s 
hs (ETS +1) (eÂz— e-hz) 
= — sin? rT = : es da, 
DORE TETE TT — 0 cos A) 


et l’on voit immédiatement que le théorème de M. Raabe se tire de 
de la première égalité en égalant les coefficients de X?”* dans les 
deux membres. Mais on parvient, en outre, à étendre de la manière 
suivante, les importantes propositions de M. Malmsten à l'égard des 
polygones B'(x) et B(x). Remarquant que les dérivées d’un ordre 
quelconque par rapport à À, des deux intégrales 


. Àz —)z 
E —+ € 
DAS SCI 


eRs+ e-A2— 2COS2RT | 


Me (eñz+1)(ekz— e-xz) > 


eRz—1)(eR2+e-Ti— 2 COS2TX) 


sont essentiellement positives si À est lui-même positif, nous en 
concluons, en effet, qu’en supposant À compris entre zéro et 7, si 
l’on fait croître x de zéro à l’unité, les dérivées de la fonction 2(x) 


: 1h ; I : 

par rapport à 7 seront toutes positives dé = 014 10 nega- 
2 

’ 12 . : FRE 

üves de x — SAtæ—I, tandis que la fonction d(x) et ses déri- 


vées par rapport à À seront toujours négatives de x = 0 à æ — 1. 
Je rattacherai enfin les développements en séries de sinus et de 

cosinus des arcs multiples de 27x que Raabe a donnés pour les 

fonctions de B”’(x) et B’(x), à ces formules connues, et qui 


subsistent entre les limites x — 0 et x — 1: 





SiNn2 TT 2 SINÂTX 3 sin6rx 
+ © + — de 
À2— Tr? À2— 47? A2 9T? É 
I À I COSNTT COSATT COST 
UT) = - cotÀ — — — À | + — ne LP © 
2 2 À A— Tr? ÀA2— 472  À2— 97? 


I 
e()= 5 +r| 





Il suffit, en effet, pour y arriver, d’égaler les coefficients des 


mêmes puissances de À dans les deux membres. 


Paris, 1° novembre 1874. 


SUR LES 


DÉVELOPPEMENTS DE F(x)= sn°x en#x dn°x 


OÙ LES EXPOSANTS SONT ENTIERS. 


Académie royale des Sciences de Stockholm, Bihang IN, 
DL TS70, DD 


Le mode de calcul que je proposerais résulte de la proposition 
suivante : 


Soit #(z) une fonction uniforme ayant pour périodes 2K 
et 22K’; si l’on considère un rectangle dont les côtés parallèles 
aux axes Ox et Oy; soient AB— 2K, AD—2K, la somme S des 
résidus de #(z) pour les valeurs de l’argument qui répondent à 
des points compris dans l’intérieur du rectangle est nulle. C’est 
ce que donne, en effet, l’intégration de #(:) dz suivant le con- 
tour ABCD, car en appelant p pour un moment l’affixe de À, on 
obtient ainsi la relation 


2iK' 


2K 2ik 
\ s(p+s)ds+ [ S(p+2K+s)ds— [. #(p+z)dz 
0 0 0 
2K 
— f $f(p+21K'+3)dz=oirS 
0 
ou bien 


2k 
1 [#(p+ z)— $(p +2iK'+ 2)] dz 
0 


2ik 
= [#{(p+z)—#(p+2K+323)] ds = airs, 
0 
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et les conditions 


f(z+2K)= /f(2), $(z+21K') = f(2) 


donnent sur le champ 
S = o. 


Ce principe posé, je distingue à l'égard de F(x), d’après les rela- 
tions 
F(x+2K)=(—1)2+8F(x), F(z+oikK')=(—1)+cF(x) 


quatre cas différents, suivant que la périodicité étant celle de snx, 
cnZ, dn2, sn?+, on aura 


F(æ+2K) =—F(x), 
(1) | F(x+o2oiK')=+F(x), 
F(z+2K) =—F(x), 

(IL) ee 
Le Lio CES 
F(x+2K) =+F(x), 
(III) Re re, 
(IV) En “AND 
PORN = EE (x), 


et]en ferai successivement l'application aux fonctions 


F2) F(3) F(2) KZ) 
sn(T — 3) cen(æ—3) dn(æ —3) sh (Tee) 


103) = 


Considérant d’abord le premier cas, j’observe que toutes les 
valeurs de z qui rendent le numérateur infini et le dénominateur 
nul sont 


3 = iK'+2mkK+onKk", z=x+2omkK+onk,, 


m et n étant des nombres entiers. On a donc, à l’intérieur du 
rectangle ABCD, qu’à considérer deux quantités qui peuvent être 
ramenées à z—1K', 3— x, pour en déduire les résidus corres- 


. . I ’ 
pondants, c’est-à-dire les coefficients de - dans les développe- 


© 


ments suivant les puissances ascendantes de e, de F(:K/+e), 
F(æ+e). Soit, à cet effet, en écrivant les seuls termes qui con- 
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tiennent € en dénominateur, 





ou sous une forme préférable 
F(iK'+e)=Ae-t+A;D.e-t+,,.+ A,Dée-t. 


En multipliant membre à membre avec l'égalité suivante : 


I e2 





€ 
——.— = ksn(x —e)=k|snxz—-D,snx+ D2snxr +... 
sn(æ —1K'—e) I RE: 
en D | 
+ (—1)2 —————— DE snr +... 
boss 1.7, 0710 : 


il vient, pour le coefficient de : dans le produit des seconds 


membres, l'expression 


k(Asnr+A;D;snr+...+A,D?snx). 


L'autre résidu correspondant à 3 — x étant évidemment — F(x), 
la relation S — o donne la formule 


F(æ)=#k(Asnz+A;D;snxr +...+ A,D#snx). 


22 
- 


\ F LA 
Dans le second cas, où #(z sa —; le développement 


(3) Nr cn(æz — 3) 


29 


I . : : : 
de ——— conduit à un calcul tout semblable; mais j’ob- 
cn(æ—1K —Ee) ; 


serverai que, ayant 





[ 74 
EE 1e PNR À 
on peut poser 
=? KL FED K 
CHECK EN NNAE Ca RIT xcn(æ—K) 
€? : 
Ms PENSE 


m ultipliant membre avec l'égalité précédemment employée 


F(zK'+ e&) —'Aezi+ A; Die-1+ A; Dée-14+ 


SUR LES DÉVELOPPEMENTS DE F(æ) = sntx cn dntr. D p, 
2 LI 7 , . » . . 
le résidu cherché s'obtient donc sous la forme suivante : 


— 77 LA cn(æ—K)+A,D,;cn(æ—-K)+...+ A,D#cn(x —K)|. 


Maintenant, l’équation en(x — :) = 0 donne la solution 


ST se N, 


et le résidu qui lui correspond a pour valeur 


F(æ—K) 
k' * 
d’où la relation 


F(x—K)=14[Acn(r—K)+A,D;cn(x — K)+...]. 


et, en changeant x en rt +K, 


F(x) =1k(Acnx +A, D;cnx+...+A,D?cenx). 


Le troisième cas, en faisant usage de la relation 


I 
—— = dn(r—K —:iK 
du(æ — &K") }» 
donne de même 
F(æ)=—1i(A dnx + A,D;dnx +... A,D#dnx); 


mais la quatrième se présente différemment, le résidu de la fone- 


. F(z) | F ; : 
On ——— pour 5 — x étant F'(x), on obtient, en effet, 
sn?(æ — 3) 


Ex) =— AA sn?x + A ,D,sn?r +...+A,D#sn?x). 


Or, le théorème S = 0, appliqué à la fonction F(3), remplissant 


actuellement les conditions 
F(z+2K)=F(3), F3 + 21KR RE) 
et qui n'a qu un seul résidu, fait voir que ce résidu est nul. Ayant 


ainsi À — 0, on parvient, en intégrant les deux membres, à la 


relation cherchée 





F(3) = const.— Æ?(A, sn?x + A,D,sr2x +..,+ A,DEtsn?x) 


qui donnera comme les précédentes, au moyen des coefficients À, 


Fr 


Ha— III. 19 
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A ,,...,le développement de F(zx) en série de sinus et de cosinus. 
Ce point établi, je reprends légalité 


F(iK'+s)—= Act LA, D.e +... PA,D!e 


et, observant que les formules 


7 I 
En (2 RE 7, 
( / Æ snr 





Le dn x 'E 
CHER ET) = 2 = — \; 
| ik sn x ; NEA 
ksn|(£'x, — 
CE 
r cnr I 
dn(zK'+ x) = - nr mme 
DS uz sn(ir,) 


permettent d'écrire 


re R'OP IFRS I 
EG 0) 
k 1K Ph TA ": Pau 
sn“ x sn kx, — sne(17, 0) 
Le 


bd 2 ’ \ ] “ D 
je suis amené à m'occuper de développement de Suivant les 


puissances ascendantes de la variable. Or, un moyen simple de 
l'obtenir résulte de la formule suivante : 





k + il I l 
ET pe LUN 27 CSS NN 7 = = M rm 
Le + ik E — tk | SN TONNES Cr ES 
ET 
. "K+ik, 


car, en posant 


[ 





[| 
5e x o(f)Ti +... e\r?n<1 +. 
= HU (A) MEME) pr, . 5 Ile CE) EERSSSS 


de sorte que 


H,(kÆ)= a+ 8ai+skte.. + Br LE ak? 


on en déduira 


k+ ik}? KE — ik . : 
Gé es (=) —= IF, ( k) Re (—1)211,(Æ dk 


>2n— LL 


et cette relation détermine les coefficients $, y, ... au moyen 





. 


de « qui est donné d'avance par le développement connu de A 
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Soit, par exemple, » — 4; en faisant 


Re C6, 
? \ 
d'où 
FE Sine, k + ik = ei, 


on aura facilement 


GAL (4) + (4) 
= 1634 + 10j 6 + 487 + (282 +246 + 16Y) cos4p + x cosBo, 
puis 
K=1k! 


s- ck')S TU, (+) ED 9 4 COS 2 = 2 6 COS 4 © —+- né 


el, par conséquent, les équations suivantes : 


7=2(163x +1046 + 487), 
B= 28x +218 +167; 
d’où l’on ture 
27 — 284 k?2 + 186 k+— 281 A5 + 19748 


: I 
RGP RER SRE RER 2e NS SRE : 
6) 0 43:07:86) 





1 
n?T 





Le développement de ; me semble aussi mériter une atten- 
tion particulière, et je remarquerai en premier lieu que, en posant 


I 





I 
= = — +bi(A)+B(k£)r+...+p,(k)atr2 +... 
sn? Es ie 


le coefficient D,(Æ) s'obtient au moyen de I,,(Æ) comme il suit : 





(2%2—1—2)D,(A)—=(2n —1) [arr H,(Æ)+(—i1)t( + A)? IE, ( +) |: 


C’est la conséquence, en effet, de la relation 














Ù Ù i t(1+ Æ) 
ar en | 
sn2Æ 43 sn SE UN NS 7: 
sn? — sn 4e! 
> 2 1 À 


el inversement en partant de celle-ci 














I 2 t(1+ A) 2 : 
1} — —_ |__| —1— /2?, 
sn æ sn? tn LICE ETES 
sn LE 
2 1+ 


on exprimera [,(k) au moyen de D,(#). 
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Voici le système des formules qui conduisent à ces résultats 





] 
DUT NE LEE 
sn T sn<r 
(1H À) cnx + dnæx 
Re ES Re AIX 


1720 FRS ENT EUR sn T 
sn IT, ] 
M 1+, 














KL rK! _I+cnæ 
RE Eu) Trent 
UE 1+ dnxr 
sn ( su À ==) 
1 HG Car) (t-dnr}, 
ee E sn?T à 
2 


Jen Urerai cette dernière conclusion 








(1 14) FOR ke: "|? 
2 REY: FE KE +ik, RESETR 
LT Ve SN —X%, -————— 
DUTY. > ? KÆHuk 
1 + X' 2 2 1 
4: os mis SE (0 2 
1—k')  HRUNSnET € #3 | 
sn F4 sn? — 
2 TA 2 


qui donne, pour le calcul direct de D,(Æ), la relation 


, K=TRO —# 

A -\27n 1\927 mnt eme 
(ASE (Rp) ++) (+) 

nn, 

+ (— Dei + kr, (=) = (424 2) Pa(A). 


Mais une remarque est d’abord à faire sur la forme algébrique des 


polynomes D(k). Les égalités 


I I Ù 
sn(kxr,—]—#ksnx, — + ———— —=I 
sn?x sn?(72, 18) 





Û 


montrent, en effet, que 


k2n, (3) — P,(X), 


L 


P,(A)=(—i)rp,(x). 
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On est amené à rechercher l'expression la plus générale des poly- 
nomes entiers o(æx) de degré 2 satisfaisant aux conditions 


pt r)=(—tr)"o(x). 


d . . . I ’ 
Supposons d’abord 7 impair; en faisant x — = dans ces deux éga- 


lités et æ = — 1 dans la première seulement, on en conclura 





1) = 0, 


e(:) bon C to) 0 eo 


par où l’on voit que &(x) contient le facteur 
(T+1)(27% —1)(7 —2). 
Soit donc, pour un moment, 
= (mener r1)(r — 2) V(x): 
le polynome de degré pair Ÿ(æx) sera réciproque et vérifiera la 
condition 
VO — x) = Y(x), 


car le produit (x +1)(2x—1)(x —2) change de signe quand 
on y remplace æ par 1 — x. Le cas de nr impair est ainsi ramené 
à celui de n pair que je vais considérer en posant » = 2m. J'ob- 
serve à cet eflet que, en posant 


21(T) = o(T}e A(T?— x +1), 


où À est une constante arbitraire, on aura encore 


\ 
x? É — (71 
‘ 1 x DA 


D(1—T) = 91(7). 


Cela posé, déterminons À de manière que 2,(x) admette la 
racine æ = 0; la condition 
B(1—rT) = vx) 
fait voir qu’on introduira en même temps la racine + — 1, de sorte 


qu'on peut faire 


Gi(T)=r(1—2x) vx). 
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Or, on trouve à l’égard du nouveau polynome o(x) les relations 


qui donnent POULE S 


Do(1) = 0 et De (0 —0: 


- 


done, comme tout à l'heure, #,(x) admet le facteur æ(1 — x), par 
où l’on voit qu’on doit faire 


Did) ri rl 2e (TE 


d’où résultlera 


Pa(1—T) = p3(T), 


l 
r2m—6 6e» ti? 
TL (2) = V3(T), 


Ainsi #,(æ) est un polynome de même nature que &(x), mais 
du degré m— 6, de sorte que, en raisonnant sur le nouveau 
polynome comme sur le précédent, on arrivera de proche en 
proche à l’expression cherchée 


o(x) — A(x?—- HI) + B(r— x + 1)/—3 (x? — x }? 


—+ C (x? LE BU (æ?— x L 


je L(æx?— Gene [)# 3P(x?2— x )?P, 


vR ; m ; 
p désignant l’entier contenu dans MS l’on en conclut, en fai- 


SANT. 


P, ( k) — A (IL 12 /:"2 }t B(1 07 4 DLL 3 4 Jr" 
+ C(i— A2K2)m6 8 LS +, + L(i— A24'2)n-3p k4p k'kp, 
Cette forme, canonique si je puis dire, des coefficients du déve- 
[ . . , . 
loppement de Ts: Suivant les puissances croissantes de la variable, 
© 4 ON /2 


contiendra au plus, sous forme homogène, deux coefficients in- 
connus, jusqu'aux limites 7? —10 et #2 —13, suivant que » est 
pair où impair. Et si l'on écrit pour abréger 


P,(k) = SH(1— A?k2)n-3h (KE 2h, 
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on aura les formules suivantes : 


\ 


EE 
DE ky21®, (= ) = SH(1+1442+ kt)n--3h (4 kk" A, 


| =" UE | 
et k'}nœp, (: ) — H (16 — 1642 X% LL 3RÇ4A"kt)2h, 


e— ik | 
CENELA | ) = 1—1GA2 A2 )n 3h (Gikk'}h, 


k + ik 


qui permettent d'employer la relation 


"LI Von EU ! +1\97 € ones = ke 
(+ ik) dar) Up, (TE) 


1— A 1 408 
De) = (442) 60) 





+ (1 se Hana ( 
Soit, par exemple, z — 6; on aura 
P,(Æ) = A(1 — 2%) + B(kE' }+, 


el hypothèse particulière 
K2k2— 1, 


d’où l’on tire 


KS = — 1, 
puis 
1H IAA Kt— 1542, 16—1647+ Lt 1542, 1— 16424 164t=— 15, 
et enfin 
CARRE) CARE) (ARE = — 48 VAE = — 48, ù 


LA 


conduira à l'égalité 
153A + 1382B = o. 


Soit encore 2 — 4; de la valeur D,(k) — A(1 — k?K"?)}? qui est 
immédiatement connue, nous Urerons celle de H,(Æ) au moyen 


de la relation générale 





— k 
(A) =nt25lp,(£)— (—i)t(ie Ah ep, (: ) 


el l'expression précédemment calculée se retrouve, en effet, sous 


la forme suivante : 


127 — 284 #2 + 186 k4 — 284 K6+ 195 À8 — 27(1— A+ Ar ra AR A 2. 


SUR UN THÉORÈME D’EISENSTEIN. 


Proceedings of the London Mathematical Society, t. VIT, p. 173-155. 
Read april 13 th, 1876. 


M. Heine en donnant la démonstration du théorème célèbre 
d'Eisenstein, sur les développements en série des racines des 
équations algébriques, f(y, x) —=0o, dans le Journal de Crelle 
(t. 48, p. 2073), y a ajouté cette remarque extrêmement impor- 
tante, qu’on peut ramener les coefficients supposés commensu- 
rables d’un tel développement, à être tous entiers, sauf le premier, 
par le changement de x en £x (1). C’est une simplification de la 
méthode employée par l’éminent géomètre, que je me propose 
d'indiquer en peu de mots. Considérons d’abord l’ensemble des 
divers développements ordonnés suivant les puissances entières et 
positives de la variable, qu’on peut tirer de l'équation proposée. 
J'observerai avec M. Heine, que si deux ou plusieurs d’entre eux, 
commençant par les mêmes termes, ont la partie commune : 


a+br+cr?+...+ kzxp, 
la transformée 
RUE) 0, 
obtenue en posant 


J=a+br+er+...+ krP+ zæPri, 





(1) Note added by the permission of M. Hermite. — This remark had already 
been made by Eisenstein himself: His Words are, £ndlich kann statt æ immer 
eun solches Vielfache von x gesetst sverden, dass alle Coefficienten der Reihe 
in ganze Zahlen uebergehen (See Eisenstein's note in the Monatsberichte of the 
erlin Academy for Julv, 1852, p. 441; or the extract from il an earlier paper of 
M. Heine’s in Cr'elles Journal, vol. XLV, p. 285). H.-J.-S. Smith. 
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aura cette propriété que, pour æ — 0, toutes les racines seront 
nécessairement inégales. Cela étant, et désignant l’une d'elles sup- 
posée commensurable par 34, je raisonnerai sur l'équation 


F set dj L) — 0: 
qui sera par conséquent de la forme suivante : 


MT + ML? + M3 +... 
+3 (A+ NT + NT? +...) 
+ 3 (D+ PiT + Dit? +...) 
ele lrte ele Sete etes sis lelei te eee 


+ SB(S + ST + S5%?+...) = 0, 


les coefficients étant des nombres entiers et n devant essentielle- 
ment être supposé différent de zéro. Soit maintenant 3 — nu et 
x — n°1; 1l viendra, après avoir divisé par n?, 
Milt+ nn Mal?+... 
+u(i+nnlt+ ns nil +...) 


MANDAT DIU ET Dal? —+:..) 
+ unes Lntsilt + n'ssl? +...) = 0, 
relation que j'écrirai ainsi 


Ml+ nn Mol +... 
LAIT +... 


D DMeRL GT . :- 
OLA t —-. . 


U —= — 


S+n°sit +... 
Ir /ré—... 
ou encore 
LU — Mit Mot+... 
+ u?(P FE P,t— P:42+...) 


+ u3(Q+Qit+ Qt +...) 


+ US + Sit+ Sol +...), 


en observant que les séries infinies introduites dans le second 
membre ont toutes pour coefficients des nombres entiers. Faisant 
donc 


u= QGt+ alt as +..., 
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on obtiendra les relations 


Œj — M;, 
Ge = M: + Pai, 


a3=M3+2Paa;+ P;a;+ Qa, 


qui de proche en proche donnent les quantités &,, &», 43, ... 
en fonctions entières et à coefficients entiers de M,, M, ..., P, 
P,, P,, .... Nous démontrons immédiatement ainsi le résultat 
découvert par M. Heine, que la série infinie qui satisfait à l’équa- 
uon algébrique entre 4 et & a tous ses coefficients entiers. Et si 


l’on revient aux variables x et z, on aura cette expression 





que Je vais considérer à l'égard de la puissance fractionnaire du 
In “ 


} 
binome (1— x) ”. Nous trouvons alors cette conséquence que 


m /m m ni ; ; 
De — +2)... (— +i—-i 
mn \n n O7E 
FORT 
mim+n)(m+on)...[m+(i—1)n] &;j 
EEE 
AS EE A 0 n?t=1 


c’est-à-dire que l'expression 


mim+n)(m+on)...fm+<(i—i)n]ait 


Lee rt 


est toujours un nombre entier 
Le procédé, dont je viens de faire usage, s'applique également 
aux relations transcendantes. Considérons, par exemple, l'équation 


de Kepler 


Y=a+Tsiny; 


on fera y = a + uw, et on mettra la transformée 
u—=æsin(4a+u), 
ou plutôt 


; Le I 
u— æxsina|i —-u?- — ui—...) 
2 24 / 





I I : 
+ æ COSA( u — - ui + US —,..), 
6 120 
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Le22 
Qt 


sous la forme suivante : 


À "rein . © COS 4 
UT COCA) = SIN AU —— — rare +, 
2) ) 

Nous sommes ainsi amené à introduire, au lieu de +, la quantité 

r sin a AN A ; 
———; en la désignant par € pour un moment, l’équation 
REC COS CD F < 
devient, en effet, 








y "ce 
u—t{—u?= + De lose ..) 
: D 6 
et l’on tire très facilement 
1 COLE 
D 
F » 0 


Dans les Annales de l'Observatoire de Parts, M. Serret avait 
déjà fait la remarque, que la valeur très simple #4 —%, c’est-à-dire 
à æ SIN «& 
—=  — 
Y PET: COS A 
donnait une solution approchée du problème de Kepler, en négli- 
sgeant seulement le cube de l’excentricité. 


EXTRAIT 
D’UNE 


LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. L. KONIGSBERGER. 


SUR LE 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES DE LA VARIABLE. 


Journal de Crelle, t. 81, 1856, p. 20-2928. 


Je me suis occupé de ces polynomes rationnels et entiers par 
rapport au module, qui se présentent dans les développements des 
fonctions sin amx, cos amx et À amx suivant les puissances crois- 


santes de la variable, et dont les premiers seulement ont été cal- 
culés. Si lon pose 


3 i » 22n+1 

- Dix Dr Dr 

SIN AMT = LU — — + CE Ce 
10 95 lee D 1,2 02270 
@, r° ,, r* Q,, æ? 

COS AM = — ———— + ———— RER EE" ns 


—...+(—1)# 





LL0 0 DOTE 2.020070 ; 
) ns 9 
p? oT* 2m 
ARMEE= I VER LE =: _,,,+ Comet . 
[1.2 RSS D 1,203 00 


vous savez qu'on a ces expressions 


Da = 1 + Pix + Port +...+ um, 

=. D 7 DY & Ra _—9 
©» = 1 + Qt Quet+.. + O2?" 2, 
Et = Ro? + R,2*+ R, 25 ! 


Lo 
+, ss. + 4 


avec les conditions 


Ro = Qu Ri = Que. 
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qui ramènent @, à. Mais ni la formule de Maclaurin ni les 
relations tirées de la transformation du second ordre, telles que 
celle-ci 
: , ARS AN À 
(4 + ix') cos am Ce EPA Te | 
Le 


er TT | 
2% COS 4M{T7 A 





+ (4 —1iz) cos am E HER iT, +, 
que j'ai employée autrefois pour le calcul des quantités @.,, ne 
paraissent pouvoir conduire à l’expression générale en fonction 
de m», des coefficients des diverses puissances de x. C'est en sui- 
vant une autre voie que J'ai obtenu Îles résultats suivants, qui en 
montrent la composition arithmétique. Considérant en premier lieu 


le polynome Dh, On aura 


12 4 — 32/7241 — S pp — 3, 

Poe 51 (8m — 4)3241 + 39 me? — 52m — 17, 

4 P3= HI (Sn — 12) 52241 (32m2— 88 m + 30)32+1 
| 3 / ! / 


Rs à : | 
— = (256m3—1056m2+ 52m + 431), 
J 


ANNE ele ie 4 ele se "es ee 2 976 219) +, S e/v oise eee © à ‘ete © » eo, e eo à de 0e à « + = + eo 15° 


A l’égard de O.., je trouve semblablement 


42Q1=32— 8m —1, 
4Qa= 52—(8m— S)32M—E 3om— 18m —9, 


A Q3= 722— (8m —i16)52%+ (Ban? —120m + 82)3°/2 


I A de Le : 
PUS (256 m3 — 288 m°? + 320 m + 297), 


Enfin pour 4,, on obtient (eu 


Ro — 22n—2 


Ri= 2-6 [om Sm+i], 
Ro=:2%10[ 2m (8m — 12)22 + 3om?— S8m + 31|, 
R: _— 2214] 42m — (8/7 — 20) 32 (S2m?—159 m —- 148 )22/ 


L Re At x ge 
— —(256m3— 1728 m°?—+ 3080 nm — 900 
3 { « a 


MR NI RTS D nie sem me ne 6e de 0e flo pb + :,e 6 e © » « ee © Use ve ni6le)s eo ele. eee) sx 


(1) Nous avons lieu de penser, d’après les calculs de M. Bourget, que les for- 
mules donnant O, et R, ne sont pas exactes; c'est ce que montre la considération 
des cas particuliers m — 2, 5. OVER E 
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Supposons que 7»7 soit un grand nombre; alors nous aurons, 


lorsque le module est réel et moindre que lunité, ces valeurs 
limites, à savoir 


D À g) 
Ne 
L.2-.-U2n2;+ 1) zK'?2+2 
Ê Pr 2 
2e LOUE 2 K'2+17 
Li 22 
DE PS1) K'27:—1 


Il en résulte que les développements en série, de sinamr, 


cosamz, Aamzx, tendent de plus en plus à se confondre dans 
leurs derniers termes, avec ces simples progressions 


( ==] )/1t D) r2n+1 x? x ) 
y K'2-2 ! K'2 K'+ Ü 
Le * 
= 2 / 9 " 
(—1)79œ?mn 72 152 
2K'271 Cr 13) Kia KE Ts 
ER y ) +?! x? PA 
K'274+1 ( ef K'2 DE K'+ Fo UE 2 


ct par suite seront convergents, lorsque le module de la variable 
sera moindre que K’. 


Voici, après les quantités D. D... À», deux nouvelles séries de 
L 4 { Pa . . . 
polynomes, ,, et €, définies par les relations suivantes : 








1 l . GS, T° D 21 
so — + UT — 5 +... 7 = + ,.., 
sin am a 112 °0 1.2...(27—1) 

I I €» 7° CT, r?1—? 

RTE RE) TT + €, = Re re 

sin? am.r x? 10 FE 


A à 
2...(2/N —2) i 


el qui présentent quelque intérêt, comme J'espère vous le montrer. 
On a d’abord ces expressions 


Sn = S9 — 14 + Sat... + (— 1}2S, RITES 


Tr = T, — Tir + Torxt—. te i— 1)” TH x 


et les coefficients q ui sont toujours commensurables mais non plus 


entiers comme précédemment, sont donnés par ces formules où B,, 
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désigne le m°"° nombre de Bernoulli 


GNU Et 
a 2 p,. 
1) 
{Si — (— 1)” Lio (oil 1)D7. 
HSs=(—1)2(8m—9)+(S8m—i14)(22"-1—1)B,,, 


45S3=(—i1)2 (33 m?— 128 mm + 101 + 321—1 
| 


(7x 292 : 
+ = (64m? — 550m + 416)(222-1— 1)B,,, 
J 


22n—1B,, 
m 
PERTE 
He sne2p,. 


o=(—1)Mom-T + ({m—s)o2n-6B,,, 


: : [ UN 7 
Ts (— ii) (mm — 2)o?m-s8 + 3 (4m?— o1m+o26)2?2—1B,,, 


Sa Se gels ‘© © à 0e 5 ©» à 0 s + os DB" LE CNOMEONONMCE CNRC RCE DE CRC AO OC SC ECO AC CCC 


ces dernières équations relatives à €,, devant être appliquées seu- 
lement à parur de »m — 2. 
On a, ensuite, en supposant que #7 soit un grand nombre, les 


expressions himites 


Sn = 2 an 
1.2...(2Mm—1) (2K)?* (2K')7"° 

(UP AM —I (=) (4m — 7) 
1.2...(2Mm—2)  (2K)?" (2 K'}?"1 


L 


Te ep LI 
Sin am sin* am 


Elles montrent que les développements de 


convergents, tant que le module de la variable est au-dessous de la 
plus petite des deux quantités 2K et 2K’, ce qui est encore la 
conclusion, que donne immédiatement le théorème de Cauchy. 
C’est à l'égard des polynomes 5, et qu'on üre de la théorie 
de la transformation de nombreuses propriétés que je vais indiquer 
succinctement. Les premières et les plus simples résultent des 
équations 


À I : , 
sin am (2e, =) = Sin am(æ, x), 


I J 


sl = I 
sin? am(æ,) à 


l 


sin? am(ixr,#) 
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qui donnent, en faisant 


nes LItX Tn— PB(x), 


7. (2) = (2), 
vé 


2212 (:) =— P(Xx), 


P(z' ) = (— 1} ®P( ie 


les conditions 


On en déduit aisément pour D(x) les conséquences suivantes 
supposant en premier lieu que 72 soit pair et posant mA —27,nous 
aurons celle expression canonique 


Pr) = G(i—r+at)ee Gi(i—at+at)t txt 


+ Gi tes LE, + Gi + at) Pat P y tp, 


où p est l’entier contenu dans —e Supposons ensuite M —27R +1; 
la forme analytique précédente n’est modifiée que par l’introduc- 
on du facteur 

(1+41)(2—%x)(1—2%) =0o(%), 
et l’on obtient 


L 


b(r)= 64) [H(—- eut) Hire vtt +. 


—+- H,(1 = 2? —- 2h} 1-34 470 ER 


HN 


s2 


4 étant l’entier contenu dans 





+ Si nous continuons de désigner 


par B,, le mr" nombre de Bernoulli, les valeurs des premiers coef- 
ficients G et H seront 


(30 — 93)212-5B,, ; 


DUT 


Voici maintenant les propriétés algébriques remarquables aux- 
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quelles conduit la transformation du second ordre, en partant des 
relations 

















(at I z 
D NET ne 7 PTT RECETTE 
: Ir. I1—% sin am(ræ,z) ; ; Uk \ 
sin am TX, SINAM(1XT, — 
0) Ie \ pe 
IH x I | 22 
NUS mi RSA. : 4 / Aer RS 
; es a IX sin am(æ, 4) à : 17. 
sin am UE : sin am(ztzx#, ] 
Ne [+ X 3uy 
2+ix I L 
RE T7 DT Re LE. CR DE LE 
: AIR 4—1%4 sin am(æ, z) sin AM(zX,% ) 
EUR UOTE Ent ET: É 
AT Z2+IY, 


auxquelles je joindrai encore celle-ci 


I (1+ cosamr)(i+ Aamx) 
; æ sin? am 2 
sin? am — 

2, 


jen déduis les diverses conséquences suivantes. 
Soit d’abord, pour abréger l'écriture, 
n° or ÉTRE 
= (—:1)21IT(X4), = (—i)xm1i] (Æ) 
puis 





Lun n(), 


IH 





Ft — #4 
= Z!')2nITI 
Re) (5) 


eë 1 
Ë Ce M /7 
LÉ (4 + Lx)? IT (SE): 
PR 7 
on aura en premier heu 


No = 22*—1(Il" + Il”), 
U,= 22%-—1(I" II), 
I = 22%-1(II + Il) 


et 1l est aisé de voir que l’une quelconque de ces équations suflit 
pour déterminer sauf un facteur constant les coefficients du poly- 
nome Il(x). 

Je remarquerai ensuite que (x) se conclut immédiatement 
de IT(4); on a, en effet, 


(2m—1)222 
227n—2 = | 


| D(x) = (HR AITEN"; 


H. — III. 10 
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el les trois quantités suivantes, à savoir 





RS re 
do (ami end }: 
EX 





1\9 [— x 
Pi=(1+ 2)? D AE , 
SRE 0j “ 


4 


Fn AT 
; MONA 

pit (4 + re le ) 
(XL HUX 


s'expriment par ces formules 


(2m =: )22/72—2 

D 9 

P, RC VTT MER (Ho+ 211), 
(2m — 1)22/2—2 

Pie Sn rt (I + 211"), 

DEF 

(om1)2n? 

Pa = UT ENS (Is + 211”). 


202 — | 


Enfin on peut, d'une manière inverse, déterminer d’abord le poly- 
nome (x), en employant à cet ellet la relation 

(22m + 9 ) P(z) = P, + D, ae D», 
qut est une conséquence des précédentes. On en déduira ensuite 


I 





IL(%4) —= A EN ER TTES (221 D == D ), 
puis 

I | ne ( D, 2} D }s 
DL 

H, = — — (D, — 2%), 
Didi] 

Ib == (D—2%) 
> PL — I 


Ces résultats manifestent entre IL(x) et D(x) une dépendance réCi- 
proque, que ne pouvait guère faire prévoir leur origine; ils con- 
duisent aussi à remarquer les deux combinaisons linéaires sui- 


vanties : 
O(x) =(221+ 1) P(x) — (2m —1)2%-1II (4), 


O,(2) = (2-1 1)Db(zx) — (om —1)22- LI (4). 


Nous aurons, en effet, 


+0 
— 7. 


}= (nmam ec, 





D] PR 1 
RES NA EUX « 
LL 





[— 4) 
z ] — (= 1. mn+1 2/11 re) H (512 
4j À ) 1( } 


(1 +20 ( 
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et de là résulte, comme vous allez voir, une forme canonique pour 
ces deux nouveaux polynomes. 

Je cherche en premier lieu lexpression la plus générale des 
polynomes entiers o(x), de degré » en x?, tels qu'on ait 


l 
(1) rames) = (7), 
: T > 


I—T\ 
2) ta) ( ) — 92/0 (Tr), 
© ( () = 2" ete) 





et Je ferai d'abord cette remarque que, si o(x) est supposé s'an- 
nuler avec la variable, il contient le facteur æ?(1 — #?)?. Soit à cet 
effet, dans l’équation (2), x — 0; on en conclut que #(x) s’annule 
pour æ = 1 et admet par suite le facteur x?(1—x?), puisqu'il ne 
renferme que des puissances paires de la variable. Or, en posant 


V(r)= az (12 )}0 (x), 


l'équation (1) donne 


; [ 
sms (2) =—%Ù(x), 
T Ai 


ce qui montre immédiatement que (x) s'évanouit pour & = +1. 
J'ajoute qu'en faisant 

Y(æ)=(i—-2)y(r) 
ou bien 


OT) — 7? }? yr), 


on obtiendra à l'égard de 4 2470 


I 
US Y, (5) — j'a %), 


I—T\ 


1+ ) = 4 CIEL 





(1+æ}?nss 2 ( 


c'est-à-dire les équations caractéristiques du polynome proposé 
(x), en y changeant »m en m — 4. 

Une seconde remarque va maintenant en donner l'expression 
générale, Soil pour un moment 


oi(r)=gp(x)—A(i+ 2), 


À étant une constante arbitraire; on voit immédiatement qu’on 
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aura 


[ ; 
ART (:) = D1(T), 


Ru À 





I x 
(+ æv)?n gr | de ) = 20i(T). 
a me Es 


\ 


Or, en disposant de À de manière que ©, (x) s'annule avec x, on le 
ramène, comme nous l’avons vu, au produit d’un polynome de 
même nature, de degré 2 m—8, muluplié par le facteur æ?(1—x?)?. 
Opérant donc sur ce nouveau polynome comme sur le précédent, 
il est clair qu'on parviendra de proche en proche à l'expression 
cherchée 


o(æx) — A(1 + x? )n + Ai(i + da jet (1 Pa ES 
; H Ao(r+ dt}n8 gti — m2) +. + A, mt ph mr (rt — p2)tr, 


, 


7 . , à 
—. Mais ce résultat ne nous suffit 
4 


pas et nous avons encore à considérer les polynomes qui satisfont 


r désignant l’entier contenu dans 
aux conditions, 


PL 
(+ œ}e e (| Sa — —— UCI E DE 
a 





Or, en faisant 
nr 


SA 





c'est-à-dire 
L?+2€ —1—= 0, 


la seconde équation donne 
2x) 


Î 
© 


de sorte que v(zx) est divisible par æ? + 2x — 1, et, par consé- 
VAE » é 160 = y 

quent, aussi par x? — 2x —1,attendu que 0(— x) = (x) Ayant 

(x?+o2m—i1)(2?—ox —1) = 2 —Gr?-+i, 

faisons | 


p(r) = (ri 622+1)9 (x); 


on trouvera aisément les conditions 
] : 
a2mn-k dl — | — U(æx), 
AE Se c 


Root A ; 
= 2-2 U0(œ), 
ET nt / 





Dre æ)?n -! ( 
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qui sont celles du premier cas. Nous obtenons ainsi les expres- 
sions canoniques des polynomes 0 (x), 8,(x), et, par conséquent, 
les valeurs de IT(4) et b(x) sous une forme algébrique semblable. 
Mais c’est trop m'étendre sur ces polynomes qui m'ont surtout 
occupé au point de vue de l’usage qu'on peut en faire dans le dé- 
veloppement en série des puissances et produits de puissances des 
fonctions sinamz, cosamæ, Aamzx. Cette question déjà traitée 
par M. C.-0. Meyer (Æ£ntwickelung der elliptischen Functionen 














2Kxr . JA VE 2Kxr A 2Kx 
Atram cos“ am sin<tam A? am de, 
T T 
0 


on om 
s. ‘- LAS 


nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x, ce journal, 
t. XXXVII) joue un grand rôle dans la méthode de calcul des per- 
turbations que M. Hugo Gylden a publiée dans les Mémoires de 
Saint-Pétersbourg (Studien auf dem Gebiete der Stôrungs- 
theorie, 5° série, t. XVI), et où j'ai vu avec le plus vif intérêt les 
fonctions elliptiques recevoir une application heureuse et habile 
à la Mécanique céleste... 


Lamothe-de-Meursac (Charente-Inférieure), 2 octobre 1879. 


EXTRAIT 


D'UNE 
LETTRE DE M. Cu. HERMITE A M. Pauz MANSION. 


SUR 


UNE FORMULE DE M. DELAUNAY. 


Nouvelle Correspondance mathématique, t. IN, 1856, p. 54-55. 


M. Delaunay, dans sa Thèse sur la distinction des maxima et 
minima qui dépendent du calcul des vartations (Journal de 
M. Liouville, t. VI, p. 212) a donné, sans démonstration, la for- 


mule suivante : 
PDYQ = DY#PQ — m, D 1P'Q + mD# 2P"Q+...+(—n2PuMO, 


où P et Q sont deux fonctions de x, m,, M2, ... étant les coefti- 
cients de +, æ?, ... dans la puissance (1 + x)". On peut l’établir 
facilement, si l’on observe que tous les termes du second membre 
donnent, en développant les dérivations indiquées, des résultats 


compris dans cette formule 


AP) Q Le BPUz-0 Q' + CPv2 21 Q" + NES LPQUn), 


les coefficients À, B, CG, ..., L dépendant seulement de m». Leur 
somme peut donc être représentée par l'expression de même nature 


> Ke ! —9) ENT ñ ( . 
aÏ (no) Q + bPlr D Q + cPtu-2) OQ nr LPQUn): 


et 1l suffira, pour obtenir les coefficients numériques &, b, ..., L, 
de faire une hypothèse paruculière convenable sur les fonctions P 


SUR UNE FORMULE DE M. DELAUNAY. 4 


SI 


et ©). Soit, à cet eftet, 
P —— aPÆ, Q — eîx, 
On sera ainsi conduit à lidentité 
D elPHDX — np D'2-1e(p+qx + M p? HP NT (ei pri etp+qgx 
— €! p+qx (ap as bp +... + lg" L 
Or, en effectuant les dérivations et supprimant dans les deux 
membres le facteur exponenuel, elle prend cette forme 


(P+ q)# d. m1 p(pP La JE + Ma D? ) 4 El met 1 le A 1)" p'n 
= ap+ bpn1+,..+ lg"; 


et le premier membre se réduisant à (p + g —p}", c'est-à-dire 
simplement à g”, on voit qu’en eflet les coefficients &, db, ... dis- 
paraissent, sauf le dernier qui a pour valeur lunité. 


Paris, 25 novembre 1875. 





SUR 


L'AIRE D'UN SEGMENT DE COURBE CONVEXE. 


Nouvelle Correspondance mathématique, t. II, 1876. Question 95. 


THéorëme. — AMB étant un arc de courbe plane, convexe, on 
projette À sur la tangente BA en B, et l’on projette B sur la 
tangente AB'en À. Cela posé, si l’on néglige les quantités du 
CINQUIÈME ORDRE, le segment AMB ‘est équivalent au 


+ de la 
somme des triangles rectangles AA'B, BB'A. 


SUR UN EXEMPLE 


RÉDUCTION D'INTÉGRALES ABÉLIENNES, 


AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1"° année, 1876, 
PRI=TO. 


Dans une Note du Tome 8 du Journal de Crelle, p. 416, 


Jacobi, en généralisant un résultat obtenu par Legendre, a montré 


Er 21: se & ds 
que les deux intégrales abéliennes de première espèce TR 


Us 1 
el 1 -, où l’on suppose 
VR(S) 








R(z) = 23(1—3)(1—abz)(1i+az)(i+bz), 


peuvent être ramenées, aux intégrales elliptiques, par la même 


substitution 
_ VASE 1 
Vi #2 sin?o + ÿ1— /?sin?o 
L 4 ‘ 


dont on déduit les relations 


re [ 
© = (LL [F(E, )+F(7,0)], 
Î TRES} î 


ds _(k'+1'} 


Rue rs 





Les valeurs des modules Æ, Let de leurs compléments £', l'sont 
; P ) 


e 
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données par les formules suivantes, ou je pose pour abréger 





e — UE + a) (1 + 0), à savoir : 


«VV , Lave, 
C i | 

ie FTET re + ab 

NRA Or 


De ce résultat, extrêmement remarquable, ne semble avoir été 
tiré jusqu'ici d'autre conclusion que celle indiquée par Jacobi lui- 
même, et qui consiste à obtenir la partie réelle et Le coefficient de #, 
dans l’intégrale —— Si l’on représente cette 

#E Vi — (e+1f)sin?o 
quantité par À + :B, l'illustre géomètre en conclut, en eflet, les 


expressions 





A LS B=af +, 
o VR() JE RES 


en prenant pour les paramètres & et D, qui figurent dans R(3), les 
valeurs WE: 


Pr DR. C0 AS 
OI EC JE 
RE Le Me Er 10 b = 


ve?- f?—e Ve? + f?+e 





et pour les facteurs g et L, celles-ci, 


nn 1 

NN ee ie FA ee 22) PATES PIN 2 
g=|vVa—e <f—et+;] EE pen LPO Ka Jen | < 
VE — e je 


Je me propose de faire voir qu'il a une portée beaucoup plus 
étendue, et qu'il ouvre une voie nouvelle, même après les belles 
découvertes de Clebsch, dans la recherche difficile des intégrales 
de différentielles algébriques, qui peuvent se réduire aux fonctions 
elliptiques. IL offre, en effet, le premier exemple, et le seul connu 
jusqu'ici, de la réduction d’un type d’intégrales -qui contient 
essentiellement deux fonctions de première espèce, obtenue en 
introduisant deux intégrales elliptiques de modules différents. Pai 
rencontré récemment dans une recherche, où je ne présumais 
point devoir le trouver, un second exemple qui a appelé mon 
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attention sur les formules de Jacobi, et que je vais indiquer suc- 
cinctemenL. 

Soil 
R(z)=(2—a)(833—-Gas—b); 
on aura en premier lieu 


+ 


dz I dx 


en prenant 


et, si l’on pose ensuite 


on obüuendra la relation 








On est ainsi, par induction, conduit à croire qu'il existe pour les 
irrationnelles algébriques, dont le nombre caractéristique, ordinai- 
rement désigné par p, est supérieur à l’unité, des cas de réduction 
de leurs intégrales aux fonctuions-elliptiques, dans lesquels les p fonc- 
uons de première espèce seraient exprimées par autant d’intégrales 
elliptiques différentes, au moyen de p substitutions. Sans insister 
sur lPintérêt et la difficulté des recherches qui se présentent afin 
d'essayer de confirmer cette induction, je me propose, dans cette 
Note, d'achever, si je puis dire, la réduction aux fonctions ellip- 
tiques des intégrales abéliennes considérées par Jacobi, et d'arriver 
par là à une sorte de jonction entre la théorie des sinus d’ampli- 
tude et celles des fonctions de Güpel et de M. Rosenheim, où le 
rapprochement des formules et des relations qui les concernent 
pourra donner, ce me semble, des observations utiles. 


I. 


En posant pour abréger æ — sin?e, je reprends la substitution 
de Jacobi sous cette autre forme, donnée aussi par le grand 
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géomètre, 
c?3 
TE ——— << ); 
(i+—az)(i+0z) 
et d’où l’on tire facilement 


(i— z)(1— ab 3) 


MN Ti Castro ei 
mn ut Varei 
do he TAPIE EIL 
et, par suite, 
FSU (1— Vabz 
(A) KATENRT). ER VREUR 


(i+as)}(i1+bs) 
si l’on écrit pour abréger 

IGN Væ(t — æ)(1— tx). 
Cette relation conduit comme conséquence, en y changeant le, 
signe du radical Vab, à la suivante : 


Fe _—Lclivaba 
B At, l)=VR(s) ———— — 
QE CCE Gras} +62} 

où le nouveau module / est déterminé par la condition 


_Va- Ve 


C 


l 


Or, ayant | 
dr c?(1 — ab 3?) 
ds (i+az}(i+bz}) 


J 


on en tire sur-le-champ les deux égalités 


AL RS c(1+ abs) dz 


NET Un VR(&) 4 
CE c(1— Vabz) dz 
ACTE on VR(S) 


Je me propose maintenant d’en poursuivre les conséquences, 
et, conformément à la nature des intégrales abéliennes de pre- 
mière classe, je chercherai à réduire aux fonctions elliptiques la 
somme des deux intégrales semblables 


FOX) AX | FFC) AY 


MNT CC LA NT TE 
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en prenant pour X et Ÿ des fonctions algébriques de deux va- 
riables indépendantes + et y, et pour f(X) et f(Y) les mêmes 
fonctions rationnelles de X et Y. On y parvient en considérant 
l'équation 

F2(3)—R(z) = 0, 


où F(3) est un polynome de troisième degré en 3, déterminé de 
telle manière qu’elle admette comme facteur, d’une part le poly- 
nome du second degré 


P(s)=x(i+as)(i+bz)— c?3, 


avec la condition (A), 





(t+az}(+0bs). 


ARCS) IA T Æ —— D 
CAT À ) c(1— Yabz) 


et, en second lieu, le facteur semblable 
Pi(z)=7(i+as)(i+bs)— c?3, 


et avec la condition (B), 


(i+az}(i+bz) 


c(r1+ yab 3) 


\ R(3) re A(Y; l) 


Nous allons voir, en effet, que les quantités X et Y seront les 
racines de l'équation du second degré en 3, représentée par le 


quotient entier 
F2(3)— R(3) 
P(3)P(3) 


LS 


Je ferai usage, à cet effet, du théorème d’Abel, en supposant la 





fonction rationnelle f(x) réduite simplement à » où g'estune 


TT — 9 


e] 
constante indéterminée, et j'en déduirai la relation. suivante. 


Solént = = %9, 3 = +, les racines de l’équation 
æ(i+az)(i+bz)—c?:=0; 
puis Z— Yo, 3 — Y, celles de l'équation semblable 


y{i+az)(1+bs)—c3=0; 


294 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


on aura comme on sait 


ROÉPALRE.D er UTOR ee LE + (ER 
VR(g) F(g)—VR(g l (to — g)VR(x0) (Ti — s R(æ:) 


le dy D 4 SPORE 

J (ro—g)VRQ) J (1—8)VR OA) 

DOC SR 
g)VR(X) (Y —g) VR(Y) 


4% x 





Maintenant on va voir que les deux sommes d’intégrales 
== dx 0 ve L dx 
(æo— 8) VR(&) (1— g)VR(x) 


le — dYo PR D 
(Vo en VR(To) Er Cr 7 VR(Y1) 


se réduisent aux fonctions elliptiques. 


et 


Considérons, en effet, la première qui se rapporte aux racines 
) Î Ï 
de l'équation 
P(z)=x(i+—az)(1i+bsz)—c?3 —=0 


et où l’on se rappelle qu'il faut prendre pour chacune de ces 
racines 





(i+as)}(i1 + 63)? 


de NRA) 
| c(1— yabs) 


Je transformerai d’abord comme il _. cette relation. Après l'avoir 
mise sous la forme 


VR(z)c(1— abs) = A(x, k)(1+az}(1+ b3)}(— Vabz), 
je multiplie membre à membre avec la suivante : 


(1— Vabz) 


ee EE ————_—— 
1 (i+az)( +63) 


ce qui donne, en simplifiant, 


VR(z)c(i1— Æx) = A(x, k)(1+as)(i+ ba) (r — Vabz). 
On introduit ainsi, dans le second membre, la quantité 


db 


dE =(1+a23)(1+ 03), 
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; LE 
ce qui permet d'écrire 


ECS / —+ (A 
VRusye(trk2œ)—=A(x,-k)(1— abs). 
dx 


Or, il vient en différentiant l'équation B(3) — 0 : 





et l’on conclut facilement, en divisant membre à membre, 


«ds e(r= Fr) dr 
WR(3) (V/abz — 1) &'(3) A(x, X) 





puis 
cr 2x) dr 


(Vabs=1)(:—=zg)æ{(z)A(x,k) 





Supposant maintenant 3 —%9, puis 3%, et ajoutant membre 
à membre, on est conduit à calculer la fonction symétrique 


I 


* [ 
(abri) (ri g)d' (x) 


(Vabæs—1) (ro — &)P'(æ0) K: 


des racines de l’équation D(3) — 0, qu'il est aisé d’obtenir. Ecri- 


vons, en eftet, 


SES, 


ENT SUN VA b 2 





I 
(Vabs—1)(s—8) (Vasg—r 


et la valeur cherchée résultera de la formule élémentaire 


I I I 
——— PE PTE De NT CN SIMS 
P(x) (æ — Lo) P (To) (æ— #1) db (ri) 


et æ— ——. Ce calcul, fort simple, 


ab 
conduit à joindre à la constante g une autre L, qui en dépend par 


en faisant successivement x = £ 
la relation 


de sorte qu'on a 
(+ ag} (1 + bg} 


VR(g) = A(A,k) 


c(i1—ÿabg) 


236 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


De cette manière on obtüent 


dx 1e dx; _ a+b+ Vab+abg dx 
(xs — &)VR(o) | (æi— g)VR(x:) c(i+ag)(1+ 08) A(x,%) 
AA, k) dx 


D qe ES em ne US 
VR(g)(æ—h) A(æ, k) 
et, par conséquent, 


dx) dx; a+ b+Vab+abgz dx 
a —— —————————— — —  ———— ———— 
faces mer c(i+ag)(i+6g)./ A(t,k) 


AÛR., KID dx 
RG J @—hats, b) 


_ 


Enfin, si l’on met la variable 7 au lieu de +, et qu’on change le 
signe du radical Vab, on aura la réduction aux foncuons ellip- 
ques de la seconde somme d’intégrales, à savoir 





A mere __a+b—Vab+abg [dy 
Joe g)VR( Yo) (Yi—£g)VR(Y1) ci+ag)(4+bg)) A(y.0 


, (4, AC, t) 
VR(g) ne 


Les quantités X et Ÿ, qui ont élé obtenues par l’emploi du 
théorème d’Abel, ont donc le rôle que nous avons annoncé, et le 
résultat auquel nous venons de parvenir s'accorde bien avec la 
nature Jogarithmique des intégrales abéliennes de troisième 
espèce, car, en multipliant par le facteur YR(Zg), on obtient cette 
iormule 


ik VR(g)daX fl RUE r) dY 
(X ES) RC SEE) RO 
= ie CE VREET dx LB Doi: n 
F(2)—YR(£g) Atx,Æ) LAC ENS 
RE A(h,k) dx HE A(, D dy 
(æ—h)A(x,k) (750 


où les constantes A et B ont pour valeurs 


” EDS be 
| c(i+ag)(1+0g) 


VR(£), 





a+b—Vab + abg 
c(i+ag)(i+0g 
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Je ne chercherai pas ici à la rapprocher des expressions données 
par M. Weierstrass, et qui sont l’une des plus belles découvertes 
de lillustre géomètre; je me bornerai à remarquer qu’il est facile 
d’en conclure la réduction aux fonctions elliptiques des intégrales 
plus générales 

F(X) dX fOY) dY 

VR) + fre VR(Y) 


Effectivement, toute fonction rationnelle f(x) s'exprime linéaire- 


, de leurs dérivées 





ment, d’une part, au moyen des quantités = 


par rapport à g# et de l’autre par les puissances entières de la 
variable. Or, on obtiendra ces dernières intégrales qui appar- 
üennent à la catégorie des fonctions de première et de seconde 
espèce, en égalant dans les deux membres les coefficients de leurs 
développements suivant les puissances décroissantes de 4. C'est le 
calcul que je vais faire afin de parvenir aux valeurs des fonctions 
inverses de nos intégrales abéliennes, exprimées par des fonctions 


algébriques de sinus d'amplitude. 


III. 
Considérons d’abord le terme 


F(g4)+VR(&) (&). 


© F(g)—VR(g) 


log 


que j'éCrirai ainsi 


HS R(g) 
gi AO] ref 


Nous avons dit précédemment que F(g) est du troisième degré 
en g,et, comme R(£) est du cinquième, on voit qu’elle s’évanouit 
pour £ > infini. Passons ensuite aux intégrales 


A(h, k) dx ete A(h,l)dy . 
lee k) (y RO tee 
CAE 


(i+ag)(i+6g) 
H. — III. 17 


2 . 0 
la formule h — , donnant À — — pour g infini, 
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fait voir que ces quantilés sont dans cette supposition l’une et 
l’autre finies. De la relation proposée, résulte donc, après avoir 
1 ER —— I 
divisé les deux membres par WR(2), que les termes en - et en — 
< 5 8” 
sont les mêmes, dans les développements des quantités 


4 dX un AY 
(X—g)VR(X) J (Y—g)/R(Y) 


a + b + Vab fl de a+ b— ab dy 
c(i+ag)(i+bg).)] A(x,k) c(i+—ag)(i+0g) A(y, 1) 


et 


suivant les puissances descendantes de g. On obtient ainsi les 
relations auxquelles nous voulions parvenir, à savoir : 


dx + f BEN I [ dx 1 Eee dy 
Nu J VR(Y) c J A(x,k) c A(y, D)’ 


Vera PAUTITE, fr dx Due 
Re. VR(Y)  cÿab TK) + A(y l 

















Qu'on définisse donc les fonctions inverses de nos intégrales 
abéliennes, en posant les équations 


jar ES 
RIRE TE LU à ——— = U 
# 2 V RUN 2 VR(Y) 


JS sl c(1—VabY RIVES 
2 VR(X) 2 VR(Y) 


On voit qu’on aura 


u=—f dx 8 EE 
TO RES % Jane 


Par conséquent, les quantités X et Y, fonctions algébriques de x 
et y, s'expriment en «w et 6 par des fonctions algébriques de 
sin am(u, Æ) et de sin am(p, l). 

Cette conclusion donne beaucoup d'intérêt au calcul des valeurs 
de X et Y, et je terminerai cette Note en indiquant suceinctement 
la marche que j'ai suivie pour l’effectuer. 

Revenons, à cet effet, à l'équation 


F?(3)-—R(z) — 0, 
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et à la détermination de F(2) par les conditions posées au para- 


graphe [. Ce polynome étant du troisième degré, je lui donnerai 


la forme suivante, où P, Q, R, S sont quatre coefficients arbi- 


traires 


Dit az)(1-R 03) 
C 


F(z) 


Cela posé, ces coefficients devront être déterminés de 


à avoir 
’ F(z) = YR(z), 
en prenant pour 3, d’abord les racines de l'équation 
æ(i+az)(1+bz)—c3—o, 
avec la condition 


(t+—az}(1+ dbz} 


Rte k 
ee 


qu'on transforme facilement ainsi 


Re Reeti=Vabs) 


æ(i1— K?2x) 


puis en second lieu, les racines de l’équation 
y({i+az)(i+bz)—cz=0, 
avec la condition correspondante 


THE ({i+az}(1+0z) 
R(3)= Ag, L) — 
PNE He c(1+ ÿabz) 


ou plutôt 
— cz(1+Vabz) 
R —= A A —_—— —— . 
V (3) (y ) yU— AR 


Or, en remplaçant dans le premier membre : 


et z? dans le second membre par 


I c? 
Stress TT, 


(1i+az)(1+0z) 


[Pabz+P(a+b)+Q]+c(Rz+S). 


manière 


C3 
par Pat 


on obtient une équation en 3 du premier degré, qui doit être par 
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conséquent identique, et donne les égalités 
A(æ, K) 
D NE 
Vab(i—k?x) 
Ra PO ES 2 (a tb + Vab)A(x,k) 


Vab(i—Æk?x) 


En opérant d’une manière semblable, avec les conditions con- 
cernant le second facteur, avec la variable y, on trouve 


Sa— P:=— 


A(y, D) 
Sy—P = — —————— 
4 Vabai—4y) 
Rp Qas = (e+é=vaiann 
Vab(i—lUy) 


Ces équations entre les coefficients P, Q, R, S, sont simples et 


donnent aisément les valeurs suivantes, ou j'écris pour abréger : 


A(æ, K) = A, a a+b+yab, 
A(Y D=A, B=a+b—Vab, 
DE vAi— ly)A+zx(i— kx)A; 
Vab(i—Ææx)(1—2y)(y —x) 
Q 22 CON CONESRUTR SE (PT SES 
Vab(i—kæx)(1—ly)(y-— x) 
Re a(1 = Ty) Br 2) A, ; 
Vab(i—kæ)(1—ly)(y — 2x) 
GE (i—ly)A+(i-/x)Ai . 
Vab(i—Æx)(i—Ey)(y—2) 


le polynome F(3) étant connu, j’emploierai l'identité 


F2(3)—R(z)= C[z(i+az)(1+bz)— cz] 
Xx[y(i+az)(1+bz)— cz] 
X [(3—X)(3—Y)], 


où l’on trouve que le facteur constant C a pour valeur 


1 /Pab\? 


nr ur 





? 


et Je ferai successivement 3 égal aux diverses racines du poly- 
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nome R(z), de manière à obtenir les combinaisons des quantités X 

et Ÿ que M. Weierstrass, en les considérant comme fonctions des 

variables w et », représente par al(w, 6),, avec un indice unique. 
Ce calcul m’a donné pour résultat les formules suivantes : 





YÜU— Py)A—x(i—k?r)A; 


Ga, 


yÿab(i—X)(1—7Y) 


_(i—Vab)({—-yp)G-2y)4-(+vab)(-zr)G—kzx) A 
v(i— y)A+zæ(i—Æk?x)A, 
End 


Va—æ)G—y) 


VHrabX)(1—abY) 


LA = Vablh— nu -Ay)A+(T+vVab)(—z)G—Æ>)A 
JQA—ly)A+a(ti-kx)a 


Us hs À 
Noa) 
Vo(i—aX)(1—aY) 
— (Va + ÿB)(— Py)A—(ÿa—yd)( = k%) A: V&r, 


JyU—Uy)A+æ(s—k?x) A; 
va(i— bX)(1—6bY) 


— PNEUS REE(Ve — Ve)(G—Ma)A y 


PACE AE ET TES EEE 


Elles ouvrent la voie à des recherches sur lesquelles Je me propose 
de revenir dans une autre occasion. 





NOTE 


SUR UNE FORMULE DE JACOB. 


Mémoires de la Société royale des Sciences de Liége, 
D'ACrICRL IV IS 1870 Dome 
et Mathematische Annalen, t. X, 1877. 


Les belles recherches de M. Tchebichef et de M. Heine sur l’in- 





b 
tégrale pl se dz ont montré dans les parties élevées de l’Ana- 
0 L. 


lyse Le rôle et l'importance de la théorie élémentaire des fractions 
continues algébriques. C’est une nouvelle application de cette 
théorie que j'ai l'honneur de présenter à la Société, et qui aura 
pour objet la relation importante dont Jacobi a fait la découverte, 
à savoir 


LR 


dn(i— x)": 


Se = Csin[(n +1)arc cosx|, 


C désignant une constante. 
Je rappellerai, d’abord, qu'étant proposée une foncuon f(x), 
développable en série infinie de la forme 


; 2 [#44 &i Œo 
J(x) Lis x AT x? 
F2) 
F(æx) 
teur est un polynome de degré nr en x, s'obtient directement 





toute réduite, ou fraction convergente » dont le dénomina- 


comme 1l suit. 
On détermine en premier lieu ce dénominateur par la condition 
que le produit f(x) F(x), étant ordonné suivant les puissances 
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: ; , PE I 
décroissantes de la variable, manque des termes en —; —, :.., —; 
TX Z? æ!t 


AL * , 3 ; Po 
cela fait, le numérateur F,(x) est donné par la parue entière du 
même produit, qui est évidemment du degré 7 — 1. On voit, en 
effet, qu'ayant ainsi la relation | 

E9 


/ = £1 2 
f(x) F(x) — SR ra die 


et, par conséquent, 





PRE | I €1 E9 
CDS F(æ) ne er Gide ver +...) 


les développements suivant les puissances décroissantes de la fonc- 
Fi(r) 
F(x) 


I ; I 
+, le développement FPS a 
a? +1 Et) 


[ - » 
terme en =: De plus, les polynomes F(x)et F,(x), sauf un fac- 


uon HA ) et de la fraction rationnelle coïncideront ] usqu'au 


terme en commençant par un 


teur constant commun, seront déterminés d’une manière unique. 
Cela posé, soit, en particulier, 


[ 


f(x) = = 


I : 
x ie ms mm dc 
ÿæ?—1 L 


ni I 
Sr 4e Epar ne 
NE 4 UE Pi 





il serà aisé, dans ce cas, de former F(x)etF,(x) pour toute valeur 
de n. Soit, pour cela, 


(+ yat)" = F(x) + Vart—1 Fi(æ), 


c'est-à-dire 
PB CusSr(arccusx), 


Me R=sinr(arc Cosr): 


je dis que ces polynomes entiers de degrés 7 et nr —1 donnent 
précisément les deux termes des réduites, On a, en eflet, 


d’où 





l'équation proposée, si l’on y change le signe du radical, donne, par 
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eonséquent, 
I : ou CA TAITR 
qn Éneee Fr) Vrai E (TX), 


et, enfin, 








PEER = Fifa) + (+ +...) = Fr) + = + 


Væ?—1 ÿz?— 1 


La condition posée, comme définition des réduites, se trouve 
ainsi complètement remplie. Or, on peut encore la réaliser d’une 
autre manière, comme on va voir. Formons la dérivée d’ordre n de 
l'expression 


Ni 
#0 


(æ?—1) 


: es L EF À 
il est aisé de voir d’abord qu’elle sera de la forme Val P étant 
L2— I 


un polynome entier en x de degré ». Soit ensuite, en développant 
suivant les puissances décroissantes de la variable 


LCRE 


— (2 €1 
(æ?—1) = DRE ARTS 5 EEE 


TD 

je remarquerai qu'en prenant la dérivée d’ordre n, la parue en- 
tière du second membre conduira à un polynome P, de degré 
ñn — 1, tandis que la partie contenant les puissances négatives de la 
variable donnera une série infinie commençant par un terme 


I 


OÙ, re 
æn+1 


Nous trouvons donc encore la relation 





qui détermine, sauf un facteur commun constant, comme nous 
l’avons dit, les polynomes entiers qui y entrent. On en conclut, 
en désignant par N une constante numérique, 


PÆNeTen are cost), 


et, par conséquent, 
AL. 
dn(æ?—1) PO Nrcosn(arc cosz) 


dx" VELEENT 
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Or le coefficient de x*7! dans le premier membre a pour valeur 
n(n+i)(n+2)...(2n —1); 
et comme on a 


COSr1(arC COST) = 927 1rR LR, 


cette constante se trouve déterminée par la condition 


n(n+i)(n+2)...(2n —1) =2r-1N; 
d’où l’on tire 


DOTE LOTO ET LE" 1.2,3..:.(27 —1) 
2n—1 PETER ee 


N — 


ou encore 


9 


SD EN CRIER 0 PO 


————— —1.3.5...(27n —1). 
2H-0.--(1271-"2) ) 


La formule de Jacobi que nous avions en vue d’établir est une 
conséquence immédiate de ce résultat; car en mettant la relation 


obtenue sous la forme suivante : 


Lle 


n — 
dn(1 — x?) cosn(arccosr) 
M en —— (— DEN ——— 
us Vi— x? 


d'arc cosr 
= (— 1)" 1N cosn(arccosæ) ie ui 


on en conclut, en intégrant par rapport à +, 


1 


d'i—1 (1 2?) 5 


TRES sin A(arc cosæ). 


ns N 
22 
Nous n’ajoutons point de constante, attendu que les deux 
membres s’évanouissent quand on suppose x —1; cela étant, 1l 
suffit, comme on voit, de changer # en n +1, pour arriver au 
théorème proposé, la valeur de la constante C étant 


0 ME M Ÿ Ce ct D 
CR ——. 
( ) ME A | 


Paris, août 1873. 


SUR QUELQUES APPLICATIONS 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXXV, 1877, 
p: 689, 728, 821, 870, 984, 1085, 1185; t. LXXX VI 1870 pme 
422, 629, 777, 8505 t. LXXXIX, 1879, p. 1001, 1092; LNC 108 
p- 106, 201, 478, 643, 761; t. XCIIT, 1881, p. 920, 1098; 1. XOIV, 
1882, p: 186; 3992; 477; 094;:793. 


La théorie analytique de la chaleur donne pour l’importante 
question de l'équilibre des températures d'un corps solide homo- 
gène, soumis à des sources calorifiques constantes, une équation 
aux différences partielles dont l’intégration, dans le cas de l’ellip- 
soïde, a été l’une des belles découvertes auxquelles est attaché le 
nom de Lamé. Les résultats obtenus par l’illustre géomètre décou- 
lent principalement de l’étude approfondie d’une équation diffé- 
rentielle linéaire du second ordre, que j'écrirai avec les notations 
de la théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante : 


—— =[r(n+i){snz+h]y, 


Æ étant le module, 7 un nombre entier et À une constante. Lamé 
a montré que, pour des valeurs convenables de cette constante, 
on y satisfait par des polynomes entiers en snx 


y =sn%r+h;snt2x + ho snttr Hs, 


dont les termes sont de même parité, puis encore par ces expres- 


SIONS : 
J=(snt ic h} sn r 4 h$ sir +. Jenz, 
y = (snt-ix + hf sn rh snr- ir, )dnz, 


111 II 


y =(snt-?x + ki snt-tx + h, snt-6x +..….)cnxz dnæ: 
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M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la 
considération de la seconde solution de l’équation différentielle, 
d’où 1l a tiré des théorèmes du plus grand intérêt (1). C’est égale- 
ment cette seconde solution, dont la nature et les propriétés ont 
élé approfondies par M. Heine, qui a montré l’analogie de ces deux 
genres de fonctions de Lamé avec les fonctions sphériques, et leurs 
rapports avec la théorie des fractions continues algébriques. On 
doit de plus à l’éminent géomètre une extension de ses profondes 
recherches à des équations différentielles linéaires du second ordre 
beaucoup plus générales, qui se rattachent aux intégrales abé- 
liennes, comme celle de Lamé aux fonctions elliptiques (?). 

Je me suis placé à un autre point de vue en me proposant d’ob- 
tenir, quel que soit }, l’intégrale générale de cette équation, et 
c’est l’objet principal des recherches qu'on va lire. On verra que 
la solution est toujours, comme dans les cas particuliers considérés 
par Lamé, une fonction uniforme de la variable, mais qui n'est 
plus doublement périodique. Elle est, en ellet, donnée par la for- 
mule 

Y=CF(æz) +CF(—zx), 
où la fonction F(zx), qui satisfait à ces deux conditions 


RSR F(x), 

EG IRL F (zx), 
dans lesquelles les facteurs p et w' sont des constantes, s'exprime 
comme 1l suit. Soit, pour un moment, 


2 O'(w) 
H(xr + w) Ë a 
RSR EU ; 


P(æx) — ES us ©) (w) 


nous aurons 


F(æ) = D2-1 D{x) — A, DE3 (x) + As DAS P(æ)—...; 





(:) Comptes rendus, 1° sem. 1845, p 1386 et 1609; Journal de Mathématiques, 
LORE Dia et207. 

(2?) Journal de Crelle (Beitrag zur Theorie des Ansiehung und der Warme 
t. 29); Journal de M. Borchardt (Ueber die Lameschen Functionen; Einige 
Eigenschaften der Lameschen Functionen dans le Tome 56, et Die 
Lameschen Functionen verchiedener Ordnungen, t. 57). Le premier de ces 
Mémoires, paru en 1845, mais daté du 19 avril 1844, contient une application de la 
seconde solution de l'équation de Lamé, qui a été par conséquent découverte 
par M. Heine, indépendamment des travaux de M. Liouville, et à la même 
époque. 
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les quantités sn? w et À2 sont des fonctions rationnelles du module 
et de , et les coefficients À,, A, ..., des fonctions entières. On 


a, par exemple, 


2(27R —1) 3 
NES (n—1)(n—92)(n—3)(n—4) 


8(27n —1)(27 —53) 


x [ar PEORES n?(n +1}? 
t = ES RS ER ET Ve LT a € 2 SAGESSE ST SE — 


pee Ga+ 4) 


» 


9 
2n(n+I)(27n —1) 


(i— A+ x) | 


Je m’occuperai, avant de traiter le cas général où le nombre x 
est quelconque, des cas particuliers den = 1 et n = 2. Le premier 
s'applique à la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe, 
lorsqu'il n’y a point de forces accélératrices, et nous conduira aux 
formules données par Jacobi dans son admirable Mémoire sur 
cette question (Œuvres complètes, t. 11, p. 139, et Comptes 
rendus, 30 juillet 1849). J'y rattacherai encore la détermination 
de la figure d'équilibre d’un ressort, qui a été le sujet de travaux 
de Binet et de Wantzel (Comptes rendus, 1° sem. 1844, p. 1115 
et 1197). Le second.se rapportant au pendule sphérique, j'aurai 
ainsi réuni quelques-unes des plus importantes applications qui 
aient été faites Jusqu'ici de la théorie des fonctions elliptiques. 


La méthode que je vais exposer, pour intégrer l’équation de 
Lamé, repose principalement sur des expressions, par les quantités 
O(x), H(x), ..., des fonctions F(x), satisfaisant aux conditions 
énoncées tout à l'heure | 

FÉES LE (Tr), 
RL RETE EAR 
qui s’obtiennent ainsi : 


Soit, en désignant par À un facteur constant, 


L H(z +u}eiz, 
SAR PES a PE 
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les relations fondamentales 


H(x+2K) 


H(æ + 21K) 


donneront celles-ci : 


f(æ + 2K) 


f(x F21K) 


=— H(x), 


ALL ES TT 
—— H(x)e À 


= f(x) e2K, 
her E 


HET 


Disposant donc de w et À de manière à avoir 


1, 


TO 
— 2 +2 


= € . 


on voit que le quotient 


J(2) 


F2) 
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est ramené aux fonctions doublement 


périodiques, d’où cette première forme générale et dont il sera 


souvent fait usage : 


F(æ)= f(x) (x), 


la fonction D (x) n'étant assujettie qu'aux conditions 


P(x +2K)= (x), 


P(x +oiK') = P(x). 


En voici une seconde, qui est fondamentale pour notre objet. Je 


remarque que les relations 


f(x +2K) 


= 4 f(x), 


f(x +2iK)= f(x), 


ont pour conséquence celles-ci : 


f(xæ—2K) 


Il 


[ 


f(æ— ik) = nm /(æ) 


de sorte que le produit 


b(z)= F(z) f(x — 3) 


sera, quel que soit æ, une fonction doublement périodique de 


24 


Ji © 
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Cela étant, nous allons calculer les résidus ®(z3), pour les diverses 
valeurs de l'argument qui la rendent infinie, dans l’intérieur du 
rectangle des périodes; et, en égalant leur somme à zéro, nous 
obtiendrons immédiatement l’expression cherchée. Remarquons à 
cet effet que f(x) ne devient infinie qu’une fois pour æ = 0, et 
que, son résidu ayant pour valeur 


AH(w) 

H'(0) ” 
on peut disposer de À, de manière à le faire égal à l'unité. Posant 
donc, en adoptant cette détermination, 


f _ H'(o)H(æ+uw)erx 
IS H(w)H(x) 


r 


on voit que le résidu correspondant à la valeur 3 = x de D(z)sera 
— F(x). Ceux qui proviennent des pôles de F(z) s’obuennent 
ensuite sous la forme suivante. Soit z — « l’un d’eux, et posons en 
conséquence, pour # infiniment petit, 


F(a+e)= Ae1+ AjDiert+ A, Diet. 
+ AgDÉE + a+ aie + ase+..., 


f(x—a—:)= f(x —a)—<Dz f(x —a) 


EE EAN EE 
| Dei Eee es. à De COS 





—— 


. I . | 
le coefficient du terme en - dans le produit des seconds membres, 


qui est la quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remar- 


quant que 
GRAS à À 


[. : 
Don as 


en+i 
et a pour expression 
À f(æ—a)+ AD; f(x — a) + AD2 f(x — a)+...+ AaD% f(x — a). 
La somme des résidus de la fonction (3), égalée à zéro, nous con- 
duit ainsi à la relation 
F(x)= ETA f(x —a)+ AD; f(x —a)+...+ AQDE f(x — a), 


où le signe £ se rapporte, comme il a été dit, à tous les pôles de 
F(s) qui sont à l’intérieur du rectangle des périodes. 
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K 
= 


IL. 


La fonction F(x) comprend les fonctions doublement pério- 
diques; en supposant égaux à l'unité les multiplicateurs y et n, je 
vais immédiatement rechercher ce que l’on ure, dans cette hypo- 
thèse, du résultat auquel nous venons de parvenir. Tout d’abord 
les relations 


DR = Û 
LRO ESS L =e 





donnant nécessairement À = 0 et w — 2mK, ou, ce qui revient au 
même, w = 0, le nombre m étant entier, la quantité 


H'(o)H(z+w) ., 


Sonate 


devient infinie et la formule semble inapplicable. Mais 1l arrive 
seulement qu’elle subit un changement de forme analytique, qui 
s'obtient de la manière la plus facile, comme on va voir. Sup- 
posons, en eflet, À — o et w infiniment petit; on aura, en dévelop- 
pant suivant les puissances croissantes de w, 


H7107 I = fe? J ) 
EST = <- Mot CORRE 


H(w)  w 6 > K 
H(æ+w) _ Hi) 
Re tr— Le 
HE) “a H(x : 
d’où 
I H'(x) 1 + #? JT | 
J)= + me + ( 6 — KR) +. 
D'autre part, observons que les coefficients À, A,, ... doivent 


être considérés comme dépendants de w, et qu’on aura en parti- 


culier 
À — a + a w +..., 


a, a, ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport 
à w pour w—0o. Nous obtenons donc, en n'écrivant point les 
termes qui contiennent w en facteur, 


HT RS 


| a 
— V\=— = de ... 
A f(æ —a) a CARE 


272 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


el, par conséquent, 


H'(x — a) 


®H(x=a) 0 


[ 
EAf(x—a)==E£a+ia+E 


. . I . A LD , 
Or voit que le coefficient de = disparait, les quantités a ayant 


une somme nulle comme résidus d’une fonction doublement pério- 
dique, et la différentiation donnant immédiatement, pour w = 0, 





\ Hz 9 H”(x 
D f(2) = Dee D2 f(æ) = D2 Ta + 
nous parvenons à l'expression suivante, où a,a,, ..., a, sont les 
valeurs/des A, A7, ASPDUDU— 0: 
H'(x— a) H'(x— a) H'(x—a) 
ESA ER SR EE 
F(x)=Z2a +2 É tx 20 +ai D, His +...—+ag DS re 


C’est la formule que j'ai établie directement, pour les fonctions 
doublement périodiques, dans une Vote sur la théorie des fonc- 
tions elliptiques, ajoutée à la sixième édition du 7'raité de Calcul 
différentiel et de Calcul intégral de Lacroix (Hermire, Œuvres, 
tp): 


IT. 


Revenant au cas général pour donner des exemples de la déter- 
mination de la fonction f(x), qui joue le rôle d’élément simple, 
et du calcul des coefficients À, A,, A,,..., je considérerai ces 
deux expressions : 


_ @(æ+a) 8(r+b)...8(x+l)ehx 


F(z 
(æ) = 
À 
RÉ EN 
! (æ) 
où «a, b,..., | sont des constantes au nombre de n. On trouve 


d’abord aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations 


(x + 2K) = + O(x), 


H(æ+ 2K)=—H(x), 
iT 
8 — — (x +iK' 
O(x+2iK')—=— 8(xz)je À ; 
RU 
H(æ+o2iK')=—H(x)e 
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Elles montrent qu'en posant 
W=a+b+...+ 1, 


puis, comme précédemment, 


Se FC 
L = € , 
i Tu) HUE 
à CES +2:ÀK 
ue ; 


1 

on aura 
P(æ +2 K)=uF(>x), Free K )— (—i)tu Fi(æ), 
F(x+2iK')=nuF(x), Miro rK) = EF, (x) 


Il en résulte que, quand » est pair, la fonction 


H'(o)H(x+w)err 
 HCo)H(e) 


J(æ) = ’ 
ayant ces quantités 1 et x’ pour multiplicateurs, peut servir d’élé- 
ment simple pour nos deux expressions ; mais il n’en est plus de 
même relativement à la seconde F,(x), dans le cas où # estimpair: 
on voit aisément qu'il faut prendre alors pour élément simple la 


fonction 
__ H'(o)68(x + w)ekz 


f1(æ) E(w) H(æ) 


afin de changer le signe du premier multiplicateur, le résidu corres- 
pondant à x = o étant d’ailleurs égal à l'unité. Cela posé, comme 
F(x) et F,(x) ne deviennent infinies que pour æ—=1K, ce sont 
les quantités f(æ — :K') et f, (x — iK') qui figureront dans notre 
formule. Il convient de leur attribuer une désignation particulière, 
el nous représenterons dorénavant la première par (x) et la 
seconde par (x), en observant que les relations 

— x (2 x + à K°) 

O(æ+iK')=iH(x)je *K 


TE Fee 
ee A (2x +iK) 


H(z PR) =10(r)e ‘A 


? 


donnent facilement, après y avoir changé æ en — x, ces valeurs : 


_ H'(o) 8(x+w)ekr 


o(T) uL 

1 Vu'H(w)@(x) 

ACT Hg je 
Vu’ 8(w)e(x) 


H. — III. 15 
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Nous avons maintenant à calculer dans les développements de 
F(iK'+z:)et F,(2K'+e), suivantles puissances croissantes de :, 
la partie qui renferme les puissances négatives de celle quantité, 
et qu'on pourrait, pour abréger, nommer la partie principale. À 
cet effet, je remarque qu'en faisant, pour un moment, 








(x) ; IL, (x) 
F(x) = , EF = 
IT Bnçx) Mn TTE TR 
on aura 
lu € ee “4, 
F(:K'+e) — Vu te) FiCTR EE À. Vu IT ( ) 


H(:) He(e) 

Nous développerons donc H(:) et 1,(2), par la formule de 
Maclaurin, jusqu'aux termes en #71, et nous muluplierons par la 
. . . [ . ‘ . 
partie principale de Hx(e)’ qui s'obüuent, comme on va voir, au 

moyen de la fonction de M. Weïerstrass : 





IH AZ . 1 A2 + k* 
Aa eme mere 7 


EE Le 6 120 


LS 00 


On a en effet, d’après la définition même de lillustre analyste, 


A 


H Cr) (0 )'e 2 ALGPI 


et l’on en déduit 




















- n JE? ; 

H(o)|" ME: A 14H. en 

md EE — D 5 —, 
H(:) 6 190 

nie > 

2 AUTEUR HQE AT) STI 

S g!t ‘ 6 cu—2 Îr es 

La 1 + 4? Le 

= Sn (ST) 

IV. 


Je vais appliquer ce qui précède au cas le plus simple, en sup- 
posant 7 — 2 el À — 0, ce qui donnera 
__ 6(r+a) 8(æx+b) 
e?(x) 
H(x+a)H(x—b) 
O2(æ) 


F(x) 


2 


Fr) 


2 
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et, par conséquent, 


I (e) = (a) 6(b)+[O@(a) 8" (b)+ 8(b) 8'(a)]s +..., 
I,(e) = H(a)H(b)+[H(a)H'(b)+ H(b)H'(a)|s +... 








Maintenant, la partie principale de dE ne contenant que le seul 
terme Haçoy es °n A immédiatement 
H”?2( en | Ha) H(d H( A l' 
(0) PR le oi ( LA NÉLH (0) TOR R ERSENSNNES 
Vu F < 
H2 _. O(a) O(b O(a) O'(b)+- ; 
LTNAR ERRSRCZ Le SUR RES IAE) ie (PNEUS ES 
vu "A j 


el, par conséquent, ces deux relations : 


DD POQEEE x) oO (TH) 
Vu 8?(æ) 4 
H(o)H(x+a)H(r+od) 
Vu 6(æ) à 


— H(a)H(b)o'(x) + [H(a) H'(b)+ H(b)H'(a)|2(æ), 


— O(a) 8(b)v0'(x)+[0(a) 8"(b) + 6(b) 8"(a)|o(x). 





H'(o)8(x+a+d) 
PTE + ND ee COCO 
Vu'H(a+b)8(x) 
écrirai sous la forme suivante, qui est plus simple : 


Je les 


En y remplacant (x) par sa valeur 


H'(o)H(a+b)8(r+a)8(r+b) 
H(a)H(6)8?(x) 
O(æ+a+b) Li: ne | O(x+a—+b) 


=D, | ee 
O(æ) o(x) 





2 


H(a) + H() 
H'(o)H(a+—b)H(x+a)H(x +b) 
D EE | 8(c+a+b) 
* O(x) O(a) o(b) O(x) 








On en ure d’abord, à l'égard des fonctions ®, cette remarque que, 
sous la condition 

HEC = 0, 
on a l'égalité (!) 

H'(o)H(a+b)H(a+c)H(b+c)= 0'(a)8(b)e(c)0(d) 
+—0"(b)8(c)8(d)0(a) 
+@'(c)8(d)8(a)8(b) 

+ 9'(d)8(a)8(b)ea(c). 


(!) Elle a été donnée par Jacobi, Journal de Crelle (Formulæ novæ in 
theoria transcendentium ellipticarum fundamentales, t. 15, p. 199). 
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Mais c’est une autre conséquence que j'ai en vue, et qu'on obtient 
en mettant la première, par exemple, sous la forme 


PC) PRE ES 


O(x+a+b) 


où D(x) désigne le premier membre, y la fonction TES 


H'(aœ) . H'(b) 
H(a) ‘ H(6) 
Si nous muluplions par e?*, elle devient, en effet, 


? 





et p la constante 


Pirhemt=— D.;(yerr«)}, 
d'où 
/ P(æ) e-Px dx = — y e-Prx. 
Ce résultat appelle l'attention sur un cas particulier des fonc- 
tions w(æ), où, par suite d’une certaine détermination de }, elles 
ne renferment plus qu’un paramètre. On voit qu’en posant 


; H'(4) 
+ H'(0)0(r+a) + TETE 


o(æ, a — 
Vu H(a)e@(x) 


4 


ce qui entraine, pour le multiplicateur 4, la valeur 


iT a 2iK' H'(a) 

—— —21K —— 

' K Ha) 
Ô , 


l'intégrale | w(x,a) o(x, b) dx s'obtient sous la forme finie ex- 


phicite. Un calcul facile conduit en effet à la relation 


Ha+ 0) Ha) nr | un 
(æ a)®(æx b dx = —o(x tbe Ha + b) Ha)  H (x —12#) 
p(w, a)2(#,0) = D(T, | 


Faisons, en second lieu, 


H'(o) H(x + a) T su x 


Vu'O(a)O(æ) 





ACT a) = 


en désignant alors par u' la quantité 


iT« SK CJ'ia) 


= e K O(ai, 


et nous aurons semblablement 





* H'(a + b) Q'(4) Q'(b) HEC 
imere © Où le —K) 
X(x, a) x(x, b) da =—vw(x; a be (a) (b) : 
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4 / 
On en déduit aisément qu’en désignant & et b deux racines, d’abord 
de l'équation H'(x)—=o, puis de l'équation 9'(x) — 0, on aura, 
dans le premier cas, 


2k 
J G(ria)Nb(r 6) dr = 0; 
0 


et dans le second, 


2K 


fre X(Ga)x(x, b) dx 0; 


20 


sous la condition que les deux racines ne soient point égales et de 


signes contraires. Si l’on suppose b = — 4, nous obuendrons 
>K | 
f (Tr a)o(r a) de = (3 L 
22 PNG AE Te 
Jo MS TES ! è ù sn? «@ 


2k 
f xX(&, a)y(x, — a)dx =32(J—/2?Ksn?'a). 
«/0 


On voit les recherches auxquelles ces théorèmes ouvrent la voie et 
que je me réserve de poursuivre plus tard ; je me borne à les indi- 
quer succinctement, afin de montrer l'importance des fonctions 
o(æ)ety(x). Voici maintenant comment on parvient à les définir 
par des équations différentielles. 


V 


Nous remarquerons, en premier lieu, que les fonctions 2 (x) et 
(x) peuvent être réduites l’une à l’autre; leurs expressions, si 
l’on y remplace le multiplicateur y’ par sa valeur, étant, en effet, 








H'(0 TU) 

H'(o) O(r + uw) — re (x — 1K')+ ee 
A RE u 

VAE H(w)0(x) à 

s 6) SAUNA 

. LS H Cor LOTS Ress Ou (RSR NE 

XL, &)= ee lo) x 


O(W)O(x) 
on en déduit facilement les relations suivantes 


(x, w&ù +1zK') = x{(æ, w), 


xCæ w + cK') — o(T, ( ), 
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dont nous ferons souvent usage. Cette propriété établie, nous 


rechercherons le développement, suivant les puissances croissantes 
de, de 7 (ëK'—+e), qui jouera plus tard un rôle important, et 
dont nous allons, comme on va voir, tirer l'équation différenuelle 


que nous avons en vue. Pour le former, je partirai de légalité 


: H'(z + vw) g'(æ) O'(w) 
DAIQEXESS H(æ+w) @(x) O(w)" 


d’où l’on déduit 


Te Q'(w +E) H'(«) 9'"(w) 
D: logy(tK Î Roue 0) Ut B(&w) 





Cela posé, nous aurons d’abord 


9'(w+E:) O'(w) : O'(w) ec? 1,  6/(09 
Ta 0) 


O(w<+E) O(w) La Sie O(w) re O(w) 





... 


mais, l'équation de Jacobi 





Dr) | 
D; — — ktsn?x 
REDER K 
donnant en général 
O"(x 
Di — ) =— D}/?sn°?>, 
O(æ) 


ce développement prend cette nouvelle forme 


Q'(wW+E) @'(w) É :: 
= € — — £tsn°o 
O(W +e) O(w) ak 





e? 3 
€ = ; e 9 

D,, 42 sn? — - Dé A2 sn? —... 
Jar 150220 








Joignons-y le résultat qu'on tire de l'équation de M. Weierstrass 


19 


JE 


H(e) = H'(o)e?* AL 





(O] 


)1 


en prenant la dérivée logarithmique des deux membres, 


H°Ces AR F Al(e)1 
HR Ale) 





et nous aurons 


5] 





D,, £? sn? —.. AUS 


Delogy(:K+e)=—c/tent0 .— 
gx ) 1.2 AC) ? 
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d'où, par conséquent, 


e2 à 
— — 2 sn? — = Dé A2sn2 40 —... 
“es | vu 
(zK'+Ee) — 
Al(« )1 
£? £3 
rh HN Du À? sn?) —... ( [ 2. 1 + A? GE 8 £? + 7 Kk% 3 
nn sé = rpm Pa mans Cor mmeeT C 
Ce 6 360 


sans qu'il soit besoin d'introduire un facteur constant dans le 
second membre, puisque le premier terme de son développement 


1 . \ . / 
est =, comme il le faut d’après la nature de la fonction 4 (x). Gette 


formule donne le résultat cherché par un calcul facile ; elle montre 
qu’en posant 





A I { I 
POUTINE 0 20,52 0,€e3 =... 
L ) € D) iR He 
on aul'a 
1 + #2? 
Q — £? sn2w — = 
3 


O, — k? snw cnwo dnu, 


7— 9924245 ki 


© © 5 


45 


n?u 


2(Æ?+ À*) 
2 4 So — ——— 5 


e 
I 


En voici une première application. 


\'A 


Considérons, pour la décomposer en éléments simples, la fonc- 
uon k? sn? x (x), qui a les multuplicateurs de 7 (+) et ne devient 
infinie que pour x — iK'.On devra, à ceteflet, en posantæ —1iK'++, 
former la partie principale de son développement suivant les puis- 
sances croissantes de €, que nous obtenons immédiatement en 
multipliant membre à membre les deux égalités 


I Ù 
DAS QE CE, 
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Ïl vient ainsi 


I I Ï I 
k? sn?(:K'+e) y(1K'- )= — - -(1+/)—-Q|- …. 
I (2 L Era À) +5 ) 9 |i+ 


2 


A 


PET I I 1 
Dis 1+ [La + ke) — — À? ent | e1+... 
« D 3 £ +) 
et l’on en conclut la formule suivante 
RASE ER ES LA D£yCx) + 2 + A?) — Lys ins rat 
É 2 < > 2 2 


Elle montre que, en posant y —:/(x), nous obtenons une solution 
de l'équation linéaire du second ordre 


dy 
dx? 





= (242 sn2x —1— A+ Atsn?w)y, 


qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple où l’on suppose 
n— 1, la constante } —— 1 —k?+ snow étant quelconque, 
puisque w est arbitraire ; et, comme cette équation ne change pas 
lorsqu'on change æ en —x, la solution obtenue en donne une 
seconde, y —"(— x), d’où, par suite, l’intégrale complète sous 
la forme | 

7 = CXx(r)+C'y(— x). 


A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu'on oblüent quand 
on remplace successivement & par © + 2K', wo + K, © + K + :K, 
ce qui conduit aux équations 














d2 l 

= D ten Le - y, 
dx? sn? 
dy 42 cn? \ 

— = (242 snx — 17 — + ——— )7, 
dx? dn?w 
dy dn?2w 
"= (9K2Sn2% -1— 427 
dx? ( cn? Æ 





La première, d'après légalité : (æ, w + iK')=2(x,0), a pour 
intégrale 
Y = Cy(z)+C'o(— zx); 


et, en introduisant ces nouvelles fonctions, à savoir 


AU ww) = XCæ, wù + K), 


to1(T,w)= (x, w+K), 
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nous aurons, sous une forme semblable, pour la seconde et la 
troisième, 
ANT CAE ET ur 2 


J=Cu(r)+C oi(— x). 


Les expressions de ©, (x) et 7, (x) s’obtiennent aisément à l’aide 
des fonctions 0,(x)=0(x+K), H,(x)=H(x-+K); on trouve 


ainsi 








! à H' (0) DR Tu) 
©I(æ AY EE — H(o) @1(x +w) Pi H,(w) (&)) HARAS 2h : 
We, H;(w)@(x) 

14 O' te) es Î Tu) 

( H'(o)H,(r + vw) — amie de +. 
LATE, ©) = — 6 2K 


O,(w)8(æ) 


Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solu- 
uons de l'équation de Lamé par des fonctions doublement pério- 
diques. 


VIL. 


Nous supposons à cet effet w — 0 dans les équations précédentes, 
; À I e £ 
en exceptant toutefois celle où se trouve le terme en QU devien- 
2 


drait infini. On obtient ainsi, pour la constante , les détermina- 
Uons suivantes : 


hi ——1—%?, h — —1, h =— F2. 


Ce sont précisément les quantités qu’on trouve en appliquant la 
méthode de Lamé ; et en même temps nous urons des valeurs des 
fonctions (x), 1 (x), 2: (x), pour w — 0, les solutions auxquel- 
les conduit son analyse 


H, (x Er: 0,(x) 
— Ù , — A — — #2 
4 : O(x) VAE a HE O(æ)” 








ou, plus simplement, puisqu'on peut les multiplier par des facteurs 


constants, 
sn, HE cn, VUE 


Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un 
examen attentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expres- 
sions d’autres qui en soient distinctes par le changement de signe 
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de la variable, et il faut, par suite, employer une nouvelle méthode 
pour obtenir l'intégrale complète. Représentons, dans ce but, la 
solution générale de l’une quelconque de nos trois équations, en 
laissant w indéterminé, par la formule 


JY=CGF(r w)+CF(—x,w). 
Je la mettrai d’abord sous cette forme équivalente 
JY=CF(x, w)+ CF(x, —vw); 


puis, en développant suivant les puissances croissantes de w, je 
ferai 
F(x,w) = Fr) +owF;i(x) +? F,(x) +..., 


ce qui permettra d'écrire 
Y=(G+C) Fr) +w(C—C)F;i(x) + w2(C+ C0) FX) +..., 


ou encore 


= Co For) + Gi Fix) + w Co Fo(æ)+..., 
en posant, d’après la méthode de d’Alembert, 
Co = G+ C7, Ci = w(G — C'). 
Si l’on suppose maintenant © — 0, on parvient à la formule 
Y = Go Fo(r) + C1 Fix), 
qu'il faudra appliquer en faisant successivement 
Fr oner or EVE: Ww)= 1(æ), F(x,w) = v1(x); 


mais le calcul sera plus simple si l’on prend 





ic) 
H(z+t — 
F( D, u) ) == es LL. O(w) 
(6) 
H TX + VW ne dt x 
HI o) = OR € CRT 
AL RTC T - 
Ha &) = Siwmro) H, (&) FA 
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ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs 


constants. Observant donc que, pour w — 0, on a 


9'(w) J 9,(w) J , 
Ada)  K’ Or m/s Des 7° = = — 1, 


O,(w) Le K 


nous obtenons immédiatement les valeurs que prennent leurs déri- 
vées par rapport à w, dans cette hypothèse de 6 — 0 


HA) JH(æ>) 





He E(æ) KO(æ) ? 

: je Hé) (J— 2 K)H,(x) 
AND res vis K E(x) 

, __@(æ) (J—K)68;(x) 
CHE O(X) NT ZT 


La solution générale de l'équation de Lamé, dans les cas parti+ 
culiers que nous venons de considérer, peut donc se représenter 
par les formules suivantes : 








* 5 ST” NE ET) J 
1 h=—1—7/?, J=Csnr +cC ne | Te — K | 
FX) MIE 

2e AVE _ ! ; 1 RS ; 

> h =—1, y =Ccenr+C one | pe TAC | 
(x) J=2KESS 

» © j— — 2 te x un . 1 as ; ; 

) la Æ?, MGR dne | TK r | 

VII. 


Un dernier point me reste à traiter avant d'aborder, au moyen 
des résultats qui viennent d’être obtenus, le problème de la rota- 
Uüon d’un corps autour d’un point fixe, dans le cas oùil n’y a point 
de forces accélératrices. On à vu que les quantités © (x), (x), 
21 (&), y, (æ) sont les produits d’une exponentielle par les fonc- 
tions périodiques 
H'(o)8(æ+w)  H'{o)H(r+w) H'(o)8,(r +w) H'(o)H,(x + vw) 


? 


H(w)@8(x) O(wW)O(xr) à H;(w)@(x) 1 9,(W)O(x) 


développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus 
. . TT , G , , 1 ? a ] # 
de multiples entiers de K" Ces séries ont été données pour la pre- 


mière fois par Jacobi, à l’occasion même de ses recherches sur la 
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rotation; et, comme l’observe l’illustre auteur, elles sont d’une 
grande 1mportance dans la théorie des foncuions elliptiques. Je vais. 
montrer comment on peut y parvenir au moyen de lPéquation sui- 
vante 


2 2H 


2 K 
il Fe) de + f F(xo+2K + x) dx 
“0 0 

A2ik 
/ F(xo + x) dr=tarure: 


0 


2Kk 
a f F(xo+2iK'+ x) dx — 
0 


où, les quatre intégrales étant reculignes, S représente la somme 
des résidus de la fonction F (x) qui correspondent aux pôles situés 
« 5. , . M 

à l’intérieur du rectangle dont les sommets ont pour affixes les 
quantités Lo, Lo +2K, ro + 2K + 21K', x + 21K7. Supposons à 
cet effet qu'on ait 


TEEN KV = LE) 
Pro rK7) = HP), 


on obtiendra la relation 


PA TE 


2k 
Qu) f F(œv-eæ) de — (= p) f F(tzo+ x) dires: 
0 


/ 


A0 
et, si l’on admet en outre que le multiplicateur # soit égal à l’umité, 
on en conclura le résultat suivant : 


2 K 


: ITS 
7 F(xo+ x) dx — . 
0 





Cela posé, soit, en désignant par #7 un nombre entier quelconque, 


: TI NX 
x : HONG (Tr EE w) ELU 
H(wy0(x) 
on aura 
ZITC at 
; Ur (+ 2 76 Ki 
BH = I, u —=e . 


et, en prenant la constante +, dans des limites telles que le pôle 
unique de F(x) qui est à l’intérieur du rectangle soit x = &K', 
nous obtiendrons pour le résidu correspondant, et par conséquent 
pour S, la valeur 

1H 


. IR (@ +9nikK') 
IE À 
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De là résulte, pour l'intégrale définie, l'expression suivante, 





2K / — LT (@) +2 ri K') 
à ADO T 
ri r) dr — SR RAT SRE SUTRNE- die , 
0 — —— (0 +27 K) . T Ù 7! 
RG LR sin —— (4 + 2n1K") 
SN RE 


et l’on voit qu'en posant l'équation 


TOR ITn(ri+ 2) 
H'(o)8(xo+ x + w) V'A = 
à e 
H(w)8(xo+x) cui ” 
on en déduit immédiatement la détermination de A,. Nous avons, 
en effet, 

2K 
NA — f F(ro+ x) dr, 
00 


et, par conséquent, 


2 K I 
À + 


HT RE 
sin (ww +271K ) 
> Ka 





La constante z, que j'ai introduite pour plus de généralité, et 
aussi pour éviter qu'un pôle de F(x) se trouve sur le contour 
d'intégration, peut maintenant sans difficulté être supposée nulle. 
Nous parvenons ainsi à une première formule de développement 


iTnr 


K 





25 (0) 0x0). e 
T H(HEO Cr) 





? 


mar L 
in (09/22 
‘) K{ ) 


dont les trois autres résultent, comme on va le voir. Qu'on change, 
en effet, w en w + :K’, on en conclura d’abord 


ras 
r PAS è Es | ns 

D EN 

: O(w)0(x) = | 


Sin wW+(27n L1):K 
in [uw + (ar +1)iK!] 





puis en multipliant les deux membres par l’exponentielle, et posant 
M—=2n + 1, 











iTmx 
2K H'(o)H(r+w) ES 
d FERA ASES, sin — (w + miK') 


2 K 
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Mettons enfin, dans les deux formules que nous venons d'établir, 
wo + K à la place de K, et l’on obtiendra les suivantes, qui nous 


restaient à trouver : 











y 108 7 Er de 
:K H'(o) 8,(r + uw) DNS Ce. 
T H,(w)@(zx) N.. = T Ta È 
AA AN COS == Oo 7LNE 
> K ; 
ETC 
2K H(o)Hi(z+o) NN Ée 
T 8,(w)O0(x) y Te, Pure 5 
LOS) COS AUS mi K') 
2 


Voici à leur sujet quelques remarques. 


IX. 


Elles sont d’une forme différente de celles de Jacobi et l’on peut 
s’en servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis 
aborder en ce moment. Je me contenterai, sans en faire l’étude, 
d'indiquer succinctement comment on en tre les sommes des 
séries suivantes 


iTnax TI 
Y (270N RER S J(mLR I) ee 
où f(3) est une fonction rationnelle de sin = et cos ==, sans partie 
> K 2K°? 


entière et assujettie à la condition f(3 +2K)=—/f(:). Il suffit, 
en effet, d'employer la décomposition de cette fonction en éléments 


simples, c’est-à-dire en termes tels que D? » pour 


_ 


. de 
SIN ENS 
2 K m 
obtenir immédiatement la valeur des séries proposées, au moyen de 
ces deux expressions 








iTnxX 
2K H' (x 
DE |" 1555 D 
I LE TC 1) F . 
sin — (w + 2 nt K') (W)O(x) 
2K 
iT mx - é 
S DE [Er pe OCR 
u) £ T ere © > E(w) Ex) 
sin —— (uw + n1K") 
2 K / 


J’ajouterai encore qu'on retrouve les résultats de Jacobi, si l’on 


 *! 
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réunit les termes qui correspondent à des valeurs de l'indice égales 
et de signes contraires. 11 vient ainsi, en effet, en désignant par » 
un nombre qu'on fera successivement pair et impair, 

















iTma UT 134 Mie rs à mrtiK' . TU 
——— — —— COS —— (05 + sin — 
? 21 - - 
e ?K e 4 » K 2 K > K 
D — —————— 
Nr 2; RE: de LEE NE ER PAS ER EE HT 
sin — (w + m1 K°) sin — (0 — nu K ) SIN —— (0 + na K°) sin —— (« — mt K') 
> K 2K * aK 2 K° 
ST TOO € NT TCENS Tru 
2 SIN —— sin — COS — 
: 2 K > K 2 K 
——- L ss 
3 


Saut 110 CNET er 
sin —— (4 + 722 K") sin — (où — miK') 
> K 2 K 


employons ensuite les équations du paragraphe 35 des Funda- 
menta, qui donnent 





mriK' [7 gr 
COS — = ——— 3; 
2 K aq" 
Mt N: .1—qM 
2 K 0 Vq""! 
T{ 
2 qe COS TX + q?n 
ST RARE Te re 
sin — (Ww ACC TT CE K')sin (D — tt K') ne 
71 DUR ag" 


el nous parviendrons à cette nouvelle forme 











ÎT mx IT a No pae Fe Ari 
ET Free AVan(i+ qg") sin — 
DRE MES AE 1 a KMS 
À — = COS K 
NÉS _ 7. CU TU 2 K 
sin— (uw + muK') sin —(w — miK) 1—2q"COS — + q?"t 
2 K 2 K K 
Va m) Tu 
qg'(i— 9 COS — 
/ / DRRRTETT 
2 —_————— sin — + 
FU 2 K 
Ft (5 LU cos Pré —— qe 
KN 


C’est celle qu’on voit dans la lettre adressée à l’Académie des 


Sciences et publiée dans les Comptes rendus du 30 juillet 1849; 
cu 


car, en introduisant la constante b — Tr on peut écrire 
2 0 
sin —= 11 —, 
TEST 
cos — — HOBEES ’ 
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TT M k 
1 —9 pue COS Ke DE (fotos — (1 ns q'uro) (t nr Ce Lien à 


Mais une faute d'impression, reproduite dans les Œuvres com- 
plètes, t. II, p. 143, et dans le Journal de Crelle, t. XXXTX, 
p- 297, s’est glissée dans ces formules. Les équations (3), (4), (5), 
(6) renferment en ellet les quantités 

Vaa+g), VañGiæ+ags),s ... er vati—g)} Vat=gat 
qui doivent être remplacées par 

Vaa+aq) vañt+gq), et  Vqti—g) Vañ(i—qt), …. 


On peut d'ailleurs parvenir par d’autres méthodes à ces résultats 
importants. M. Somoff les obtient en décomposant la quantilé 


(—gvz)(i—goz)(1—g5vs)...(1—qo-lz 1)(1— go 13-1)(1— qgio-tz=t}).. 
(s—1)(1—g?3)(i—gts3)...(1—g?371)(1— gt 31). 


en fractions simples 


À à B 
240 1 nr © APS REA 
TE à di 5 — qi 


Le P. Joubert m'a communiqué la remarque qu’on peut, en sui- 





vant la même marche, partir de ces expressions finies 


3—qib)(z—g3b)...(z—qgrastb)(r— gitèz) (1 — gb 3) Ge 
(3—9g)(3— qg8)...(3—q"1) (193) (1983) (1 ges É 
— q2b)\(3— qg#b).. (3 — gb) (1 — g2+bz)( 1— gi+bz).. «(1 — g?+b 3) 
(s—9g)(s-— gt) (ss ge 5) TPS) OS 


et faire grandir indéfiniment le nombre n. 
Enfin, et en dernier lieu, je remarque qu'au moyen de la for- 


mule 
2K . 4 
à JITS 


1e Fr PT) dr — 
0 





3? 
I— 


qui a été le point de départ de mon procédé, nous pouvons très 
simplement démontrer les relations établies au paragraphe IV, 
page 225: 
Ti O(æ—+ a) @(æ+b) 
RE  — dx —= ©. 
O?(x) : 
fARtES a)H(x + b) va 
(x) 
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où & et b désignent, dans la première, deux racines de l'équation 
H'(x)—=o, et dans la seconde, deux racines de l'équation 
@'(æ) = 0. Si l’on prend, en effet, successivement 


O(x + a) 8(x—+b) 
F = ——————— 
# ÊTES 0 
H(xz+a)H(x+b) 
O?(æ) 
on aura u— 1 et 4 diflérant de l’unité, sauf la supposition que 
nous excluons de b = — a. On obtient d’ailleurs, dans le premier 


cas, 
_ H(a)H(b) + H() Ha) y 


: H”2(0) 


et, dans le second, 


LANCE EE RAR AR pes 
H=(0) Fe 


S = 
de sorte que, sous les conditions admises, les deux valeurs de S 
s’évanouissent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi 


démontrée, 


2K 
Ji EG Ev}dr = 0, 
0 


supposer Zo—0; Car l'intégrale est une fonction continue 
de æ,, non seulement dans le voisinage de cette valeur particulière, 
mais dans l'intervalle des deux parallèles à l'axe des abscisses, 
menées à la même distance K/ au-dessus et au-dessous de cet axe. 


> 


Dans la théorie de la rotation d’un corps autour d’un point fixe 
, e mouvement. d’un point quelconque du solide se détermine 
(BR! t d’un point quelconque d Lid dét 
en rapportant ce point aux axes principaux d'inertie Ox', Oy', Oz’, 
immobiles dans le corps, mais entraînés par lui, et dont on donne 
la position à un instant quelconque par rapport à des axes fixes 
Ox,Oy.03, le plan des zy étant le plan invariable et l’axe O3 la 

> VY,; ) [ h4 ( 

perpendiculaire de ce plan. Soient donc x, y, 3 les coordonnées 
d’un point du corps par rapport aux axes fixes, et &, n, € les coor- 


He IT. 19 
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données par rapport aux axes mobiles; ces quantités seront liées 
par les relations 


æ=ait+bn+cé, 
J=ANE+ORHCE, 
3 = d'E + bn + C’È, 


et la question consiste à obtenir en fonction du temps les neuf 
coefficients a, b, c, .... Jacobi le premier en a donné une solution 
complète et définitive, qui offre l’une des plus belles applications 
de calcul à la Mécanique et ouvre en même temps des voies nou- 
velles dans la théorie des fonctions elliptiques. C’est à l’étude des 
résultats si importants découverts par l’immortel géomètre que je 
dois les recherches exposées dans ce travail, et tout d’abord l'inté- 
gration de l’équation de Lamé, dans le cas dont je viens de m’oc- 
cuper, où l’on suppose a — 1; on va voir en effet comment la 
théorie de la rotation, lorsqu'il n’y a point de force accélératrice, 
se trouve étroitement liée à cette équation. 

Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le 
Tome II du Traité de Mécanique de Poisson, page 135 : 


da da : r da” HAT " 
db un . db' MS ' ES db" me mn”, (4 r 
PT — Cp — «ar, DAYT —= Cp-—a« pr, mn RCE DC , 
de dc’ ' de” LT " 
dE = F9 OP ESS PR 


dans lesquelles p, q, r sont les composantes rectangulaires de la 
vitesse de rotation, par rapport aux mobiles Oz’, O y', Oz’. Cela 
étant, des conditions connues 


P — Aa q == 3 b", r — Ye 


où 4, 6, y sont des constantes, on tire immédiatement les équa- 
tions 


da’ ; n 7 db" 2 db: nn 1" de” ns M L" 
NN EP I0ACC PTE à Ci MP AA 7 = (PORN 


dont une première intégrale algébrique est donnée par l'égalité 


#1] "> 


a"2+ DH C2, 
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et une seconde intégrale par celle-ci : 


aa"? Bb"? + y? = ô, 


Ô étant une constante arbitraire. Ces quantités #, 8, y, à sont liées 
aux constantes À, B, CG, À, / du Mémoire de Jacobi par les rela- 
tions 


elles sont donc du signe de / qui peut être positif ou négatif, comme 
représentant le moment d’impulsion dans le plan invariable. Dans 
ces deux cas, 5 sera compris entre % el y, puisqu'on suppose B 
compris entre À et C; mais j'admettrai, pour fixer les idées, que L 
soit positif. On voit de plus que, à étant une moyenne entre &, 6, y, 
peut être plus grand ou plus petit que $ : la première hypothèse 
donne BA >> {?, et Jacobi suppose alors A> B>C; dans la 
seconde, on a Bh< l?, avec À <LB<C; ces conditions prendront, 
avec nos constantes, la forme suivante : 


(1) D 01, 
(I) nd 0 y, 


et nous allons immédiatement en faire usage en recherchant les 
expressions des coefficients &”, b”, c”, par des fonctions ellip- 
tiques du temps. 


XI. 


J’observe, en premier lieu, qu'on obtient, si l’on exprime a” et 
c” au moyen de 4”, les valeurs 


Red Pb (y —21)c= da (p—x)0R: 


Posons maintenant 











puis 


13— 


1e N À ( 2 
(0—=a)(y— 
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il viendra plus simplement 


Vi=i—U?,  Wi=i—/ÆUr. 





1) (y— 8); l'équa- 


. 5 é LS 
Introduisons, en outre, la quantité n°? = (0 


2 db" (14 I Rs r* 
tion = (a — y) PCI end cette forme : 
dU RCE 
GITE 71 VW, 


et l’on en conclut, en désignant par {, une constante arbitraire, 


U = sn[n(é—t0), k], V=tn[n(t—#t), 4], W=dn[r(t=#)"2# 











ge y 0 YU NO 
J'ajoute que les quantités [ » : , » (Ô— a) CFE 

Y PES & ( — $ J 6 sé 
sont toutes positives et que Æ? est posilif et moindre que l'unité, 
sous les conditions (1) et (I). A l'égard du module il suffit en effet 





de remarquer que l'identité 


(B—a)(y—PB)=(y—2) (0 —$)+C8 





è) 





donne 
A CC) 
Mc) EP 


de sorte que k? et Æ’?, étant évidemment positifs, sont par cela 
même tous deux inférieurs à l’unité. Ce point établi, désignons par 


:,c/,<" des facteurs égaux à Æ 1 ; en convenant de prendre doré- 
navant les racines carrées avec le signe +, nous pourrons écrire 


NI] x Ni] 
V — 0 È V — 0 ; ) —— 
a" — £ | V, bp" = c! | = U, pe e" W, 
HAN ln à FE 


et la substitution dans les équations 




















ce db" PAT de” mL" 
Pape, = (B—a)ard, 








donnera les conclusions suivantes. Admettons d’abord les condi- 
uons (1) : les trois différences Ê — y, 4 — 7, « — $ seront négatives, 
et l’on trouvera 


mais sous les conditions (11), ces mêmes quantités étant positives, 
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nous aurons 


Î= +1, on voit quil 


[oO 


ainsi, en faisant, avec Jacob1, e — — 1, 
faudra prendre "= +1 dans le premier cas et la valeur contraire 
e — —1 dans le second. Cela posé, et en convenant toujours que 
les racines carrées soient positives, je dis qu’on peut déterminer 
un argument w par les deux conditions 














d’où nous tirons 








dnu y Ô 
Ccnw 7 — L° 
ces quantités satisfont en effet à la relation 


dn?w — k?2cn?w = K?, 


comme on le vérifie aisément. Je remarque, en outre, que enw et 
dnw étant des fonctions paires, on peut encore à volonté disposer 


sn? Xi 0 








du signe de w. Or, ayant —— — » nous fixerons ce signe de 
MOT 1 Cocu 
n tu) . 
» Qui est une fonc- 
u) 





. + s 
manière que, suivantles conditions (1) ou([l), _. 


. . . . , \ D ei \ Ge 4 , 4 
tion impaire, soit égal à + oUra- . Nous éviterons, 


j Lomde jert 














en définissant la constante w comme on vient de le faire, les dou- 
bles signes qui figurent dans les relations de Jacobi ; ainsi, à l’égard 
de a”, b", c', on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, où 
je fais pour abréger u = n(t—1,): 


cn & dnuwsnu sn tu dnu 


Pr 04 ES D! — c’ — 2 


Lu ) : 
cn cn uw tCn uw 





Enfin il est facile de voir que w — £v, v étant réel; de la formule 


T 1 — à 
, on conclut, en effet, cn(v, #") — : as 





cn(£v, Æ) = en (0, #) 


valeur qui est dans les deux cas non seulement réelle, mais 


moindre que l’unité. 
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XII. 

J'aborde maintenant la détermination des six coefficients a, b, 

c, a/, b', c'en introduisant les quantités 
A=a+id, B = b + :1b", Cette 
et partant des relations suivantes: 
Aa”+Bb"+Cc"= oo, 
IA Bc'+Cb"= 0, 
qu'il est facile de démontrer. La première est une suite des éga- 
lités 
Vo À fe ph EE cc” — 0, d'a b' be c' c" — 0, 
et la seconde résulte de celles-ci : 
a = bic cb", a'= b'c— cb, a” = bc'— cb’, ETS 
Qu'on prenne, en effet, les valeurs de a et a', on en déduira 
a+ia'=(b'—1ib)c"— b'(c'— ic), 
ce qui revient bien à la relation énoncée. Cela posé, je fais usage 
des équations de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent 
D,A = Br—Cag, D,B=Cp—Ar, D,;C = Ag—Bp, 

puis, en remplaçant p, q, r par aa”, Bb" c”, 
D,A =Bc’y;— C&"R, D,B = Ca”a— Ac", D,C= AD"Ê— Ba". 

Mettons maintenant dans la première les expressions de B et C 
en À, qu'on tre de nos deux relations, à savoir 


[/4 "M JET 4 " " CRUE 
a”b"—1c ac 1b 
B = ———— A, C= —— À; 


d'?—1 d'?—1 


on obtiendra aisément 





DA _ (y—Bja"b'c'—i(yc"?+ Bb"2) 


A a 2] 


ou bien encore 
DA #7 Dam tau2 0) 
2 


A d'?—7] 
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et, par un simple changement de lettres, on en conclut, sans nou- 
veau calcul, 





D,B  6"D,b"+ i(Bb"2— 5) 
PERCÉE "0 } 


B b"?— 1 
D;C c'D,c"+ (y (2— 0) 
en c'2— 1 


Ces formules seront plus simples si l’on fait 


A —aeiat, B = b eift, G—'c'elrt 


car 1l vient ainsi 


D;a  a"D,a"+i(x —à) 
2, 





y 





a EE 
D;b _ b"D;8"+i(B— 56) 
SUR TNT UN PETNNERR 
Don CD CEE (y — 0) 
RE cat 


Cela étant, j'envisage la première, et pour un instant je pose 
2 





a"? — 1 = 4?, ce qui donnera 
D, a DA Ed —0) D,a Re 
a —— —"—"—]"——"—"" —" — — —] .— L . 
a n° ( a? 


On en conclut ensuite, en différentiant, 











D? a an D? «a ne 2 (a 3)D,a 
— A — — — DU ——— ; 
a a a a ) aë : 


/ 


4 ONE ; [Ha 
puis encore, par l'élimination de Se 


D?a D?a (a—d)?, 


ax 2 


a nt a+ 








mais, comme conséquence de l’équation différentielle, 
Dear} = (y) De = [2 8 —(a— pa] [y— D —(y—2)a"?], 


on a la suivante : 


2 





(Dan) = (2 — a) — (2 — 2) (B +4 — 22) (B— a) (y —a)at, 
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qui peut s’écrire 


(D,a)? + e 
= (D—a}—(8—a)(B+y—2a)(1+ 0) —(B— x) (y— a) (nt at). 


Or on en uüure, en différentuant et divisant ensuite les deux mem- 
bres par 204 D,a, 


D?a (Ô—ax)? 
“ at 
=) (Peer 








22)+(B—a)(y—2)| 2 
Nous avons donc, après avoir remplacé à? par a"? — 1, 


D? a 
Fe 








(BORIS Ty 





2) — 2(B—4)(y—a)a"; 


c’est le résultat que J'avais en vue d'obtenir. 


XIIT. 


Deux voies s’ouvrent maintenant pour parvenir aux expressions 
de À, B, GC; voici d'abord la plus élémentaire. Revenant aux for- 
mules 


" [/4 LT!) /4 ll Da AN à 
AD re Aer 
B = BTE À; C = 7 A, 


& —1I 4 ?—1 


/, 


je remplace a”, D", ec" par les valeurs obtenues au paragraphe XI, 


page 203: 
’ cn uw dnu sn u 


Œ = — , b" — —————— } C'—= = 
Ch w Cn LE 





sn o dn x 


et, au moyen des relations relatives à l'addition des arguments. 
j'obtiens ces résultats : 


a" b"— ic” sn uw cn uw dnuw + snw cnuw dnu cen(u—uw) 
- =. —%@  —— — —— 
a"? — 1 sn? uw — sn?w sn(u — w) 
a"c"+ id" snu cenw dnw + snwcenuw dnu 
TE: = - 2 9 A 
d?—I r(sn?u — sn?w) rsn(u —w) 


de sorte que nous pouvons écrire 


2 En DIE DA A 


Msn) AETSnCUE TONI 
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Celà posé, j'envisage l'expression 


D,a _ a"D,a"+i(a— à)  (y—8)ja"b"c"+i(a —5) 





1] > 


a CV (5 lolo re 





et je fais le même calcul, après avoir remplacé + — 8 et a — à par 


les valeurs suivantes : 


cnu) : . Snw dno 
D ——— A — © = IN ——— 
sn w dn w cn uw 





qu’on ure facilement des équations posées page 203 : 


, ei a 
at é HOT : CET: 
an Ÿ = 9 dnw = Se —— SN = A 
RE are f 


=“, è 
i 














et de n—=Yy(à—4)(7y—$). L'expression à laquelle nous parve- 
nons ainsi, 

D,a sn & en & dn & + snw cnuw dnuw 

ban su sn? u — sn? à 

nous offre une fonction doublement périodique, dont les périodes 
sont 2K, 27K', el quia deux pôles, 4 = w, u —1K’. Les résidus 
correspondant à ces pôles étant + 1 et — 1, la décomposition en 
éléments simples donne immédiatement 


snu en uw dnu + snw cn dnuw H'(L =) O'(u) 





% 


sn?u — sn?w _ H(u—w) ACT TU 


et la constante se détermine en faisant, par exemple, # —0 ; on 
obtient de cette manière 


pes H'(w) __cnw dn % (°) Ko 
H(w) sn O(w) 








Nous pouvons donc écrire, après avoir pris pour variable 
Dent t), 


pe Ha 6) Q'(u) ; 9'(w) 
AR H(Z—-w)  O(u) E(w) ” 








et, si l’on désigne par Ne une nouvelle constante à laquelle nous 
donnons cette forme, parce qu’elle doit être, en général, supposée 


imaginaire on aura 
. H A6) 

ee mm À‘ 
Mn tu bi) ou 

O(u) 
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De cette formule résulte ensuite 

ix e] 
[12 


Hu vw) [5 + Su 


A—Neilv+aüt,s 
o(u) 


) 


ou plus simplement, en mettant y — «t, au lieu de », 


iX cr O6)" 5, 


ARNES O(u) 


et l’on en conclut immédiatement 


( ) H( Sea 
cn(u — w 7 , Hu — w nm. ({w) 

= (t D ; 
ia VENe O(u) É 





ix  '(w) 
eu) [+ Bu |" 
tO(u) { 


I _ : 
CR. ANNE 
rsn(u—w) 
Des deux indéterminées N et y qui figurent dans ces expressions, la 
dernière seule subsistera comme quantité arbitraire; N, qui est 
réel et positif, se détermine comme nous allons le montrer. 


XIV. 


Je fais à cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions 


précédentes, 
ta O'(w) 
5 Cnei 





en observant que cette quantité À est réelle, car on a © = £v, ainsi 
que nous l'avons fait voir (p. 293). Cela étant, nous pouvons écrire 


M : O(u _— w) eiiu+v) 


(e] ( TU uw) eiÜu+\) 


B—VKXN tu) cn(u—w), 
_ Agé (A+ V) 
De VEN EEE 


tO(u) 


et Je remarque tout d’abord que ces formules permettent de véri- 
fier facilement les conditions auxquelles doivent satisfaire les neuf 


SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 299 
coefficients a, b, c, .... En premier lieu, nous en déduisons 


fe] ( Tr uw) ) eiliu+v) 


Aa"+ Bb'+Cc'=VKkN SCT 


X[—cnusn(u— w)+ dnw snucn(u — w) —snw dnu]. 
Orona 


cnusn(u —w)— dnwsnucn(u — w)+snw dnu = 0, 


cette équation étant l’une des relations fondamentales pour l’ad- 
dition des arguments [Jacosr, Œuvres complètes, t. IL, p. 325, 
équation (16)], et nous obtenons ainsi 


aa"+ bb"+ cc"= 0, a'a"+ b'b"+ c'c"= 0. 


Je remarque ensuite que la somme des carrés A? + B? + C? s’éva- 
nouit comme contenant en facteur sn?(u—w)+cen?(u —w)—1, 
et nous en concluons 


a+ b+c= a'?2+ b'2+ 01, aa'+ bb'+ cc'= 0. 


Ayant d’ailleurs 
a"2+ bi ç'2— (a) n. (= Jus be fu 
cn uw) cCnw y cn uw 


1—sn?u  (1—/k?sn?w)sn?u  (1— Æ?sn?u)sn?w 
cn? cn? cn?w 


les six relations que nous avons en vue serontcomplètement vérifiées 
dès que N sera déterminé de manière à obtenir &° + b+c?—=1(t). 


(!) Les équations 
tA= Bc'—Cb", 1B=Ca”— Ac”, 1C= AË"— Ba”, 


dont la première a été employée précédemment, page 294, et qui contiennent les 
suivantes ; 

a= b'c— cb", Ho a ac", c= a b"—b'a, 

a" 0 0 cb; b= c'a — a"c, c'— a"b—b"a, 


se vérifient aussi de la manière la plus facile. Les relations auxquelles elles 
conduisent, à savoir : 


cnw = cnucn(u—w)+dnuwsnusn(u—w), 
cnu = Cnwcn(u—w)— dnusnusn(u—w), 
dnuwsnu = cnwsn(u—w)+snwdnucn(u—w), 


figurent, en effet, dans le Tableau donné par Jacobi sous les n°* 9, 10 et 11. 
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Formons pour cela les carrés des modules de A, B, C; en remar- 
quant que, par le changement de { en — 1, w se change en —w, on 
trouve immédiatement 


PA AE est a LEA nl BA mr 


Bu) sn(uw +—w)sn(u — w), 


,2(u+w)O(u —w) 


2 72 — Cu 
b?+ DZ EN ee 


cn(u+w)cn(u—w), 


O(u+—w)O(u—w) 
2 (NE PO se ee 
c?+ c kÆN Eu) ; 


d’où, en ajoutant membre à membre, 


O(u+w) (u — 


2 = k N? È [sn(u—+w)sn(u—w)+cen(u+w)en(u—w) +1]. 
OL) 


Formons enfin les trois produits 
(b—ib')(c+ic'), (c—ic')(a+ia'), (a—ia')(b+ib"); 


nous trouverons 


O(0)H,(0)H,(u+w)O(u—w) É 


(b—ib')(c+ic)=— Hi(w)67(u) 


8,(0)H,(0)8(u+ O)H(u— 0) 


GERFEESSS LHi(w)®(u) 


(aid )(b+ 40e 20e C9) His En) Hier ne 
H}(w)@?(u) ê 


or les relations élémentaires 


6 (o)H,(0o)H,(u+w) 6 (4—w) = —H(w)6,(w) H (w)6, (u)+H, (w) 8 (w)8(u)H,(w), 
8, (0)H,(0) 8 (u+w) H (u—w) =— H(w) 8 (w)H, (x) @, (u) + H,(w) @,(w) O(u) H(u), 
6 (0) 0, (0)H(u+w)H (u—w) — O(w)6,(w) H (x) H,(u)+H (5)H,(w)@(u) 8 (u) 


conduisent facilement à ces égalités 


(8. —.ib")(c + ic!) = — b"c" + ia", 
(c—1c)(a ia) =— ca" ip". 
(a— ia')(b + ib')=— a"b" + ic": 


d’où l'on tire ce nouveau système de conditions : 


bc + b'c'+ b"c" — 0, OC’ — cb' — a”, 
ca +c'a + c'a"= 0, ca" — ac = b”, 


ab + a'b'+ a"b"— 0, ab'— ba'= c’. 
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Or les formules élémentaires 


sn? u — sn? 
sn(u + w)sn(u — w) = PRE PT peer Te 
— k? sn? u sn?w 


cn?u — cn?w 
CN(U + W) CU — D) = IE ——— ———— \; 
1 — £? sn? u sn2w 


donnent 
> cn? 
OU CO) LT CNOU-LU) ONCE D) LI = — 
( HA ) ( out ET 1 — 2? sn? u sn?w ? 


on a d’ailleurs 


02(0)Q8(u+w)O(u — vw) 


— 1— 2 sn? u sn?w: 
O2(u)@2(w) à 


nous obtenons donc 
@2{w)cn?w 


1 = Æ N°? D: (0) 


et par conséquent, après une réduction facile, 


Ne 0,(0) ; 


On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous la 


forme suivante : 
JT 6,(0)H (u — w) eidhu+v) 
D EEE —— 
H;(w)O0(u) 
: (0) H.(u — w\einu+v) 
b + 1b' — Run ) eerte 
Hi(w)@(u) 
° H, (o) O( 1 — u)) etlu+\) 
CR 
1H;(w)O(u) 
et il ne nous reste plus qu’à y joindre les expressions des vitesses 
de rotation autour des axes fixes Ox, O y, Oz. 


Ces quantités, que je désignerai par ?, &', #", ont pour valeurs 


b=ap+bgq+cr, 
=ap+b'q+c'r, 


LEE a" p LE b'q 15 c” r. 
ou encore, en remplaçant p, q, r, par aa", Bb", yc”, 


o— aa"a+ bb"B + cc, 
v'= a'a"a + b'b"B + c'c"Y, 


V6] 


v'= a"a+ bb + c'2y —="0. 
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Cela posé, soit e + iv = V; nous pouvons écrire 


V=Aa'a+BB'p+Cc", 


et, si nous employons de nouveau les égalités 


/4 " PT. L'AA à LE A2 
HD LC a”C"—+ 10 
B = —— A, C= —— A, 


Ur PERS I 
on obtiendra la formule 


__(Î—a)a"+ b(yee Pro 


V — 
Q'?— I 
Or, au moyen des relations 
: . Snow dnw ; cnu 
D D EN ——)) y—8 = in ——— 
cn w sn w dn w 
et des valeurs de a”, D", c”, 1l vient 
(Ô— a)a"+ i(y — 8)b"c" . Snwcnuw dnw + snwcnuw dnuw 
© © ——————  —————— À ————————————— 
a'?—1 sn?u — sn?) 


dn(u—w). 
sn(u — w )? 


l'expression précédente de À nous donne donc immédiatement 


H'(o)8@;(u —w) eilhu+) 


VERRE H,(w)O(u) 


Voici maintenant la seconde méthode que J'ai annoncée pour 
parvenir à la détermination des quantités À, B, C. 


XV. 


Je reprends l’équation différentielle du second ordre, obtenue 
au paragraphe XII, page 296, à savoir : 


Diaz [(P—«)(y 





8)—(è—a)(y—2)—2(B—a)(y—a)a"]a, 


et jy Joins les deux suivantes, qui s’en rent par un changement 
de lettres 


D?b=[(y—B)(a—5)—(5—B)(x—B)—2(y—B)(x—B)8"2]b, 
Dfc=[(a—Yy)(B—08)—(0— Yy)(B — y) —2(a — y)(B— Miele: 





SUR QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 303 


Cela posé, au moyen des expressions de a”, b", c', en fonction de w, 
et de ces formules qu’on établit sans peine, 





. Æ?snuw cnw >. . k'?snw 
a— = in ———, B — 0 — in ————, 
dn w cn dn uw 
A sn « dn > ; cn 
C—i=Un. —————— ;) Y—P= in —— 
cn w sn tu dn A # 
: cnw dnuw S ; dn w 
V—L=UN ————; Y D = IN 2, 
sn tu) SI U) CN 


nous obtenons, par un calcul facile, 


(B—a)(y—0)—(0—a)(y—a)—2(B—-a)(y—a)a"?= n?| 24?2sn?u—1—#%2+ A? sn2w |, 


cn? 


(y—8)(a—d)—(d2—8B)(x — B)—2(y—R)(x —6B)0"2—n? Lente 128 SET 





(AY )CB 8) —(8—7(B— 7) — 2e —7)B — 7) d°t= m2] 2 Ersntu 1 — + | 


Prenant donc pour variable indépendante & au lieu de #, on aura 


Da = [242 sn?u—1—/2+ À? sn2w |a, 





ant 
D2b “ul EN CN CT LE AL 


dd? 


4 
K?sn?u—1— +  —— |c, 
sn?) 


el nous nous trouvons, par conséquent, amenés à trois des quatre 


. © 


formes canoniques de l’équation de Lamé, qui ont été considérées 
au paragraphe VI, page 280. La solution générale de ces équations 
nous donne donc, en désignant les constantes arbitraires par P, 


Q, R, P, Q, R, 














. O'(w) ? gs Q'(œ) Ÿ 
p H (u—w)eQtw) Rp H (u+w)e Oil 
di ee mmnesenre. 
O(u) O(u) f 
©’ re) ; ©)! (en) + 
dt Le 
H,(u — w) ete Hi(u+uw)e  Milw) 
Db — Q AUS URE EU + Q PAL SSSR , 
O(u) (tu) 
H'io)) , H'(0) F 
Re O(u — w) et) R' O(u Fate rte) 
CR. HR] — 
O(u) O(u) ; 


et l’on en conclut, si l’on écrit, pour plus de simplicité, P, Q, KR, 


304 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


au lieu de Peiti, Qeïln, Reis, ..., 








ia  ®'(w) ix EO'(w) F 
it pH @—w) [%+ ul" L p' H &+u) [+= Sn 
rm O(u) O(u) 
iB  O'(w) iB  O4tw) 
pe Quito) [roues AROE A EAELE nr Lo 
ch O(u) O(u) 
ÊY Ho) ] "ÎY  H{w) 
Re ( @—u) [Tr] AT 0 (uw +o) [F=5 2 
O(u) O(u) 


La détermination des six constantes qui entrent dans ces expres- 
sions se fait très facilement, comme on va le voir. 
Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser 





A Q'(w) " 15 MTS PR LY “ H'(w) 1% 


n O(w) nn 7” 8i(w) veu H(w) Ti 








À désignant la quantité déjà considérée au paragraphe XIV, 


page 298. On a, en effet, 











O'(w) (RCD ES . … + EE sno crne 
@(w)  O(w) Roses dn w 
Him) im __ cnw dnw 
Hu) to) RE LES snw 


et les égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations 





: . k2snwcnvw . Ccno dnw 
ab = in ————, Y— AU ———; 
dn w sn ( 


que nous avons données plus haut. Une conséquence importante 
découle de là : c’est qu'en changeant w en u + 4K, les fonc- 


tions H(u—w})eilt Hi(u—w)ekt O(u—w)eñu dursnns 
S O( u) ? e( u) 2 e( u) Se repro uisen 


multipliées par le même facteur e*°”*%, tandis que les quantités 





ia Ou) | iB Q (uw) 2 H'(e ÿ 
BRENT re 1 UE D roule NE 
H (u - o) | n nd Hi(u+w) [% el e(u+w) | = H(&) [« 


O(u) : O(u) O(u) 


sont affectées des facteurs 


NUE ER un (6) HK(E)) 
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, tt; ë B 
essentiellement inégaux. Or on a obtenu, pour les quotients —, 


À 
G : NV ; 
7’ des fonctions doublement périodiques, ne changeant point 


quand on met u + 4K au lieu de w; il faut donc que les facteurs 
qui multüplient A, B, C, lorsqu'on remplace # par u + 4K, soient 
léssmèêmes; ce qui exige qu'on fasse P'— 0, Q'— 0, R! — 0. Ge 
point établi, j'écris, en modifiant convenablement la forme des 
constantes P, Q,R, 


Q(u—w)eiru 


À = Bt) sn(tw—uw), 
LL O(u — w) eu 
B — Rad un T0) 
nee FA 
Fe R 20e u)) ethu 
O(u) 


et } emploie la condition Aa”+Bl"+Cc'—o, qui conduit à l’éga- 
lité 


— Pcnusn(u—w) + Q dnwsnucn(u —w)—£1R sn«w dnu = 0. 


Or, en faisant w — 0 et u — w, on en déduit 
de sorte qu'on peut poser 


” VÆ N ei 
Deus MADNNT LE rs ed 
L 


P = ÿÆ N eiv, Q = VÆN ei, R 


ce qui nous donne les expressions de À, B, G obtenues au para- 
graphe XIV, page 298. Le calcul s'achève donc en déterminant, 
ainsi qu'on l’a fait plus haut, la valeur du facteur N. 


XVI. 


Les formules que nous venons d'établir ont été le sujet des tra- 
vaux de plusieurs géomètres; M. Somoff en a donné une démons- 
tration dans un Mémoire du Journal de Crelle (‘), peu différente 
de celle de Jacobi, et qui repose aussi sur l’emploi des trois angles 


(!) Démonstration des formules de M. Jacobi relatives à la théorie de 
da rotation d’un corps solide, t. XLII, p. 95. 


H. — III. 20 
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d'Euler. M. Brill, dans un excellent travail inutulé : Sul pro- 
blema della rotazione dei corpi (Annali di Matematica, 
série 2°, t. II, p. 33), a employé le premier les équations diffé- 
rentielles de Poisson et les quantités a + ta’, b + cb", c + ic! dont 
j'ai fait usage, mais son analyse est entièrement différente de la 
mienne. C’est à un autre point de vue que s’est placé M. Che- 
lini (!) en déduisant pour la première fois les conséquences ana- 
lytiques de la belle théorie de Poinsot, que son auteur n1 personne 
n'avait encore données d’une manière aussi approfondie. Je men- 
uonnerai enfin deux récents Mémoires de M. Siacci, professeur à 
l’Université de Turin, et dont l’auteur a bien voulu, dans la lettre 
suivante, m'indiquer les points les plus essentiels : 


« Turin, 24 décembre 1837. 


» Poinsot, à la fin de son Mémoire sur la rotation des corps, 
démontre que la section diamétrale de l’ellipsoïde central, déter- 
minée par le plan parallèle au couple d'impulsion, a son aire cons- 
tante. Ce théorème a été le point de départ d’un Mémoire (?) 
dont les résultats se rattachent à la théorie des fonctions elliptiques 
aussi bien qu’à la théorie de la rotation. Je me suis d’abord pro- 
posé le problème de déterminer le mouvement des axes de cette 
section : pour abréger, je l’appellerai section tnvartable, et son 
plan, plan invariable. Une première solution du problème est 
suggérée par l’homothétie de la section invariable avec l’indica- 
trice de Dupin, relative à l’extrémité de l’axe instantané (pôle). 
La rotation d’un système de trois axes rectangulaires, dont les pre- 
miers coïncident avec les axes de la section, n’est que la résultante 
de deux rotations, l’une due au mouvement du pôle sur la poloïde, 
l’autre due au mouvement de l’ellipsoïde. Soient, sur ces axes, P,, 
P;, P;les composantes de la première vitesse angulaire; m4, mo, 
m, celles de la seconde. La résultante se composera de P, + m1, 
Ps + Ma, Ps + m3; et, comme le pôle reste sur un plan, on aura 


(1) P;+ mi=o, P; + m9 = 0, P3+ m3= dŸ : di, 


(!) Determinazione analitica della rotazione dei corpi liberi secundo à 
concette del signor Poinsot (Memorie dell’ Accademia delle Sciense dell’Istitu- 
to di Bologna, vol. X). 

(2?) Memorie della Società italiana delle Scienze, 3° série, t. III. 
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étant la longitude d’un des axes de la section. Soient ÿ/a,, Vas, 
Vas les demi-axes de l’ellipsoïde (le troisième est celui qui ne se 
couche jamais sur le plan invariable); +,, æ,, æ, les coordonnées 
du pôle; À4, A2, À3 (3 = 0, À1, 2 sont les demi-axes carrés de la 
section) les racines de l'équation 


Tr? me TL: 
(À) = — + + À —1—=0 
Cr — A A2 — À A3 — À 
On aura 
(a -—-À,)(d— À,)(as— À) msmMes / ds dÀs 
= ——@ —— —— ——— Û — —— ; 2P,dt = - 2 + — 
(Ar — Às) (Ar— Às') Às— VENT: m2? 112 


(r, s, s! étant trois nombres de la série 1, 2, 3). Comme 
À >= const. = c?, on a m,=— const. C’est, en effet, la distance du 
centre O au plan fixe de contact; de même »2,, m, sont les distances 
de O des plans tangents aux surfaces (À,) et (À:). Au moyen de 
ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en substance aux 
équations d'Euler, donnent £ et Ÿ en fonction de x = À, + À. En 
posant { = nu (n expression connue), on obtient 


,__ ufdlogsnio  dlogsnir PE 
e2 = (Ee Re |; [H(u,is)+ Hu, it)], 





O(u—is)Q(w—1it) 


u 
| 2 ne en ts 
SPP +? ds mt dr i  PO(u+is)O(u + it) 


et l’on prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que nm > 
Le module est 


dog H(io) Er BE 






ï A3(42— &)(C?— 4 GG») 
Li — a ——— — —————————— — 


3 
di(G2— 43) (C?— 243) 
ets et 7 sont ainsi donnés 


‘1e do 2 do 
T —= GS — | 
Vi Frsino Oo Î Vi—Æ"?sino 


At 


F étant un angle aigu négatif ou positif, suivant que m5 Z a; et G 
un angle positif, qui sera ou >> +7, suivant que la zone entourée 
par la poloïde comprendra deux ombilics ou aucun : c’est, en effet, 
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ce qui revient aux cas de GSir ou de 5SK’. La double expression 


 H(E8) Va(u+ir)O(u —ir) + H(ir)V@(u +is)O(u— ic) 


H(io)V@(u—+ir)Q(u—it)+H(ir)YO(u—+is)O(u— ic) 


donne ?, et À. L'étude de l'expression (3) démontre que le mou- 
vement moyen des demi-axes de la section est donné par le terme 
multiplié par w, et l'inégalité par l’autre, lorsque s << K'; lorsque 
s> K’, le mouvement moyen et l'inégalité sont donnés par les 
mêmes termes en y changeant & en 5 — 2K'; et l’on trouve que, 
dans le second cas, le mouvement moyen coïncide avec celui des 
projections des demi-axes Va el és et dans le premier avec celui 
des projecuons de Vas et de l’axe instantané. 

» On peut tirer Ÿ de lexpression de la longitude (11) d’une droite 
quelconque OR, dont l'extrémité a £,, 6», £; pour coordonnées. 


Je trouve ainsi 





LV arctans MaTiËr | Malrés MITSE [PU TE  NuTits  MiTsbs et. 
ne nas Ce cu A some lieues se = — 
Y ES Af— he Aa— 9 A3 — Àe di = do — hi d3— À: FH * 


et je donne aussi l'expression développée de (x). Comme &,, &, 63 
sont fonctions arbitraires de w, on voit l’infinité de formes qu’on 
peut donner à l'expression (2) de d. 
» En faisant coïncider OR avec ÿ/a;, Vas, Vas et avec l'axe 
instantané, on obtient leurs longitudes 4, 4, u, & et l’on a 
ELA D M 


————— = ps — arc tang 
IRI0G y 4e mi 








PS 
Le 
LA 


bd =; —arctans 


» Ces quatre expressions de Ÿ contiennent les principaux théo- 
rèmes sur la transformation et sur l’addition des paramètres des 
intégrales elliptiques de troisième espèce, mais sous une forme 
nouvelle, à cause des termes circulaires. 

» Le mouvement des projections des axes du corps et de l'axe 1ins- 
tantané a été déterminé par Jacobi : leurs inégalités sont données 
au moyen d’une constante &, qui se trouve liée avec nos quantités 
par l'équation S—+Tr—2a; mais aux expressions des mouvements 





moyens concourent les moments d'inertie du corps. Au moyen des 
quantités s et 7, elles acquièrent, comme on à vu, une forme plus 
2b, les constantes du pro- 





homogène. DE nous posons SC —T— 
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blème &,, 42, 43, m3 se transforment en &, b, c, k. Ainsi on a 





a; snia dnia entb do snia en cb dnib 3 snzb encib dnia 
— — RO NE. fr 1 ur TE es AU TE BETETE TE IE Eee A ENT SOUNITZ D TE TOUT NE 
+ sncib dnib cnia c sncib cnia dnia C snia cncia dn tb 
7: cn?u ne dn?10 Œe sn? 

ad, LE. 9 3 9 
CI Nr — = ——-sn?u, — =— —— dn?u; 
& cn?10 do cn?10 az cn? 


en changeant x°?: a, en m?æx?: a?, on change b en a. 


r2 
» J'ajouterai aux résultats de mon Mémoire le cosinus de direc- 
on des axes de la section invariable par rapport à l’axe instantané 
et aux axes du corps; ils sont 


mi Ydn(u+ia)—X dn(u—1a) 
EE ————————————__—_—_—_—_—_—_—_—_— ; 


Vm?+ m2 2tVXY dn(u+ia)dn(u—ta) 





Na Ydn(u+ia)+ X dn(u—ia) 

© "© — 

Vn?+ mi 2/XY dn(u—+ia)dn(u—ia) 
MT: Ysn(u—za)+X sn(u—1a) Mi) __ Ysn(u+ia)—Xsn(u—1ia) 
TE  — ————, te NT ose 
&—h 2 cnia yÿ XYZ DIRE 2icnia /XYZ 
M Lo Yen(u—+ia)+—Xcn(u—ia) Mo T3 __ Yen(u—+ia)—Xecn(u—ia) 
nn me ee s er ? 7 == + + . F 
a2—h; > cnia XYZ A — Aa sicnia XYZ 
M1 T3 Y—X Mo Ta Y + X 
PU PT. - jo? As he ONE RE 
&3—À oicenia y XYZ GE etat 2 en ia WXYZ 

où 
X2= 1— X? sn?cb sn?(u + ia), Y2—1— 2 sn21b sn°?(u — 1a), 


Z(1— k?sn?1a sn?u) =1, 

per 2Ssn15SN2T 

ve 
Les doubles signes se rapportent aux cas de m5 Za@>, avec la con- 
vention que, suivant que a+b> ou <K', X, Y, ou bien 
X sn(u—1ia), Y sn(u +1ia) imaginaires conjugués, aient leur 
parue réelle positive. On tire ces expressions de (4). La substitu- 
tion directe des valeurs æ,, Zo, Æ33 Mi, Ma; M, À, donne des ex- 
pressions assez simples, mais tout à fait différentes, et leur compa- 


V/sn? it — sn? 


raison donne lieu à des formules remarquables. » 

Les résultats dont on vient de voir l'indication succincte sont 
les premiers qui aient été ajoutés aux travaux de Jacobi dans la 
théorie de la rotation; mais je dois signaler encore, en raison de 
l'intérêt que j'y attache, un point non mentionné dans le résumé 
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précédent. Remplaçons, dans le plan invariable, les axes fixes Ox, 
Oy par deux autres également rectangulaires, mais mobiles, Ox,, 
Oy, dont le premier soit constamment parallèle à la direction du 
rayon vecteur de l’erpoloïde; M. Chelini a introduit, en suivant la 
méthode de Poinsot, les angles des axes d’inerte avec les droites 
Ox:, Oy1, Oz, et donné ce système de formules, où + désigne le 
rayon vecteur de l’erpoloïde 





(a —à)a" (0 hte" 
COS(TL) = ———, POST ) — de ii. cos(712)00 
tv re 
s ( 0)0: (2 A Voice | 
COs(d1Y ) = Ga COS) d'=—= SRE. COS (317 )=108 
t tv 


" 


FER) CR Dr). Ne ae GES 


TT tv 


C’est le passage des neuf cosinus de M. Chelini à ceux de Jacobi, 
qu'il était important d’effectuer pour compléter la déduction ana- 
lyique de la théorie de Poinsot, alors même que, par cette voie, 
on ne dût peut-être pas y arriver de la manière la plus rapide. Je 
renverrai, sur Ce point essentiel, aux beaux Mémoires de M. Siacci, 
en me bornant à remarquer les relations suivantes, dans lesquelles 
V,=p—1v"!, 


COS(T1 x’) + & Cos(y1r") == ANS 
v 

cos(æy')+icos(y17") = . BV:, 

cos(æ, 3) + t'cos(y1 3°) — : CV, 


et Jj y ajouterai quelques formules relatives à l’erpoloïde. 


VIe 


Si l’on met, au lieu de £, n, Ÿ, dans les équations du para- 
graphe X, page 200, les quantités suivantes : 


E = pp, T'ES: C—=7rp, 


où p, q, r sont les composantes de la vitesse et p une indétermi- 
née, on aura, pour déterminer la position de l’axe instantané de 
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rolation par rapport aux axes fixes, les formules 


æ=(ap+bq+cr)p=v ep, 
ÿ =(a"p+b"g+crje = v'p, 
3=(ap+b'g+cr)p = v"p, 


dont la dernière est simplement 3 — 52. Or, l’erpoloïde étant la 
trace de cet axe mobile sur le plan tangent à l’ellipsoïde central, 
3 =, on voit qu'il suffit de faire o —1 pour obtenir les coor- 
données de cette courbe, exprimées en fonction du temps, ou de 
la variable &#. Nous avons ainsi x = +, y — v'; mais ce sont plutôt 
les quantités x + iy et x — éy qu'il convient de considérer, et je 
poserai en conséquence 


H'(o)@8,(u — w)eitku+v) 
H;(w)@(u) 
H'(o) Q, Û u +) e—iAu+V) 


T+IY =—in — Din 


T—iy =+in = bu), 


ce qui permettra d'employer les conditions caractéristiques 
P(u+2K)=uD (u), P(u+oiK')—=— D (u), 

eo I 
Cu +aK)= du), AR mn dE 


où J'ai fait 





Fe — e2ixK, D = e A à 


Elles montrent, en effet, que les produits ŒD(u)d,(u), 
D,b(u)D,®,(u), eten général Db(u)D,D,(u), quels que 
soient »1 et n, sont des fonctions doublement périodiques, ayant 
2K et 2:K’ pour périodes. En particulier, nous envisagerons l’ex- 


pression 
D, P(u)D,Pi(u)=x?+ 7", 


puis les coefficients de £ dans.les suivantes 


D, du) i(u)= xx + yy' +i(zy — yx'), 
D? b(u)D, h(u)= 2x" + y'y + x'y" —y'x"), 


ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules 
connues, les éléments de l’are, du secteur et le rayon de courbure. 
J’emploierai, pour les obtenir, la formule de décomposition en 
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éléments simples, rappelée au commencement de ce travail ($ I, 
p.270), et dont l'application sera facile, D(u) et D, (uw) ayant pour 
pôle unique uw —iK’. N'ayant ainsi à considérer qu’un seul élé- 

O'(u) 
? O(u) N Ps 
puissances croissantes de e de D({K/+e) et D, (2 K' + e); ils s’ob- 
tiennent comme on va Voir. 


ment simple , 1l suffit d’avoir les développements suivant les 


Je remarque d’abord que, au moyen de la fonction o,(x, w), 
définie au paragraphe VI, page 280, on peut écrire 


. ea, 
10 10 


— 


p(u)= Cou, —w)eT, bu) = CGivi(z, L)Jes 


Cet C,, désignant des constantes. C’est ce qu'on voit en joignant 
aux relations précédemment employées, 


Je La 


LA 


SC EL SON 0! (EN) ETES 


Ras th) RAT ess 
n  O(w) n 9,(w) n H(w ) ? 





la suivante 
Iè H;(w) 
RE: a à . snwdnuw du 
qui résulle de la COndiHOn EE SE nn ee ($ Dei ue 303) en 
CN , 1 


la mettant sous la forme 





A Lû D'Ie H'(w) Q'(w) 

— — D OTCNO = = 2° — . 

n n Peig H,(w) 9(w) 
Cela posé, l’équation o,(u,w)—"y(u,;w+K+:K') montre 
qu'on a le développement de o, (2 K’ + <,w) en changeant sim- 
plement w en w + K + 2K'’ dans la formule de Ja page 279 : 


X(GK'+E, w) — 


E | 
- 


et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes nécessaires, 





tp(T1K'+E, w) — 


E | — 


cn? 3 2 cn3 


( "2 2K?—1 ) € Æ£?snw dnu €? 


Désignons par S,, pour abréger, la série du second membre, et 
par S ce qu’elle devient lorsqu'on change ? en — x, c’est-à-dire w 
en — w, puisqu'on à W — {v; on aura les expressions 


ANS .S 
10€ tTOE 


D(iK'+e)—RSe”,  d(iK' +e)—RiSie *, 
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où Ret R, sont deux nouvelles constantes, dont la signification se 
montre d'elle-même. Il est clair, en effet, que ces quantités sont 
les résidus des fonctions P(u)et D,(u) pouru—#K', de sorte 
qu’on trouve immédiatement les valeurs 


i TU) 





DE — À K'+iv D pe A 
R=—ne"" ; Ri=Ener * : 
et par suite la relauon RR, = — 7°. Voici maintenant les applica- 


ons de nos formules. 
X VIII. 
Je pars des équations suivantes 
4 PAË D L10 LÔ 
De P(1K'+e) D: b,(:K'+e) =" (s sl s) (si es): 


D: D(:K'+e) PAK +) =—m(s+Ts)si, 








n n? 


D?æ(iK'+e) D.(iK'+e) =—n2(s"+ Ress s) (si Si); 


et je me borne à la partie principale des développements en fai- 
sant, dans les deux dernières, abstraction des termes réels; le cal- 


cul donne pour résultats 


Ë n°? nù OQ 
Fr. VIE Ste; ES 2 


= 
c2 E* e? n €? 





si l’on écrit, pour abréger, 





n? K"?2 n?(2k2— 1) 
De —— + 0?, 
cn? «w 
onk'?snwdnw  39n2/? 
Q = — "+ + On'(2k2— 1) + 08 (1). 
1 CN cn2u) 


(:) M. Magnus de Sparre a signalé (C. Z., t. XCIX, 1889, p. 906) l’oubli du 
signe — devant le premier terme de la quantité Q. Il en a conclu que l'équation 
déterminant les points stationnaires pouvait s'écrire 

À — à Gy + a5 + a 
sn? 4 — 8 —— CS 
B—a Ô(By + ya + af) — 2afy 


et a retrouvé le théorème démontré antérieurement par Hess dans sa thèse (Mu- 
aich, 1880) que l’erpoloïde n’a pas de points stationnaires réels (Cf. Hess, Ueber 


die Herpolodie, Math. Ann., t. XXVII, 1886, p. 465). EE? P: 
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I I I 1] a [ . 
Remplaçant donc — et Ro D: ns Dee on obtiendra, en 
2 2 


désignant par GC, C/, C’ des constantes, 





4 Q'(u) I O'(u) 
2 2 — PD, == = n2D3 
x? +y G + PD, Bu) = g Dé B(u) ’ 
: ; ; 4 O'(u) 
TV penis = C + nÔD, me. 
Q O'(u) 


! h |; [4 " 

DV —y æ'= C++ D, ——. 
HE n ‘@(u) 
72 ONE 
O(u) K 
viendrons, en modifiant convenablement les constantes, aux ex- 

pressions suivantes, 


Employons enfin la relation D, — k?sn?u, et nous par- 


n?k'"? 


cn? 





2 IV LOIRE (ns 02 — )r sn?u —n?'ktsntu, 

xy'— yx'= C'—Ônk?sn?u, 

æy"— yæx" = C"— Se sn? u. 
Pour déterminer C, C/, €”, je supposerai & = 0; il suffira ainsi de 
connaître les valeurs des fonctions D(u), D,(u) et de leurs pre- 
mières dérivées quand on pose w = 0; or on obtient, par un calcul 
facile dont je me borne à donner le résultat, 























. dnw dn w .n?4? cn?w + 8? dn?w uw? 
ep (u)—=—in \ up à CE CROSS 
cn cn uw n cnw dnuw 2 
“tdno dn uw .n2k? cn?w + 02 dn?w uw? 
etWpi(u) =+in + £ Des; MENAGER A ANIneeS +...; 
cn uw cn n cnw dnœw 2 
on en conclut 
, dn2w ; dn?2« : n°}? en?w + $? dn?w 
Gt 0t : CE 7 0 CL ———  —— . 
cn? cn? n cn?u) 


Soient donc S l'aire d’un secteur, s la longueur de l'arc et R le 
rayon de courbure de l’erpoloïde; nous aurons 











dn?w n?k"? 
(D,s)? = LP? —— (n—#— - k? sn?u — n?k*sntu, 


Ke 








dn? n? "2 
n On? | + (n2— 02— —— |) K2sn?u — n'ktsntu 
R cn? cn?u? 


B(r2k?cn2w + 62 dnw) — Q £Æ? cn?w sn?u 


Ces formules donnent lieu à quelques remarques. 
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J'observerai, en premier lieu, qu’on üre de la première, en comp- 
tant l'aire à partir de t— 15 où u — 0, 


< dn?e J O'(u dn? 1 Fi Q'(u) 
S=n$— u—nû A REn SRE = nu(f— —5—)+nù ; 
cn? K O(u) cn? 0) K 3 











il en résulte que, w devenant w + 2K, le secteur s'accroît de la 
quantité constante 








A/S = BK — (+ — 8)21]. 


Je démontrerai ensuite que le trinome ensnu qui se présente dans 
l'élément de l'arc, et dont les racines sont réelles et de signes con- 


. . .p . I . 
traires, à sa racine positive comprise entre 1 et r: En faisant, en 
Le 

. I , 
ÉUHOPESn 01, puis'$nu — 7» nous trouvons pour résultats les 
quantités 

VER EE — 6) 

TRE PASS CR TE TE | SEL Mat 

(APS ) r Pan 


dont la première est positive et la seconde négative. On verra sans 
peine aussi qu'en introduisant dnu au lieu de snw, il prend la 
forme suivante, qui est assez simple, 


"72 ( Le Ô 4 2 
ee. —[y(a+$— 20) — a8]dn?u—(y—$5)(è—4x)dntu. 
i ) 
Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui 
entrent dans le dénominateur du rayon de courbure peuvent 
s’écrire ainsi 
Q = (By + ya + af) + 2a$y; 





B(n?Æk? cn?w + £? dn?w) B(y—0)(Bx + By — ay) 
cn? «, (J ( ). 
NEC te 


(1) Nous supprimons ici quelques lignes relatives à la formule donnant les 


points stationnaires, inexacte comme il a été indiqué dans la note de la page 515. 
| | 1208 
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XIX. 


A près l’erpoloïde, je considère encore la courbe sphérique dé- 
crite par un point déterminé du corps pendant la rotation, et dont 
les équations sont 


æ=at+bn+ct, 
Y=aE+bnHLCE, 


ne 


= d'E + bn + c'À. 


LA 


Je remarquerai tout d’abord que les éléments géométriques, qui 
conservent la même valeur quand on passe d’un système de coor- 
données rectangulaires à un autre quelconque, seront des fonc- 
ions doublement périodiques du temps. Si l’on pose, en eflet, 


D'r=at;+bna+c Cn 
D? y — a’ En + b' nr C' Es 


D? D d'En + bn + VE ee 
les équations de Poisson donnent facilement 


Enti D: En + q Cn — TOn) 
Qn+1 = Din + & En — p Gr 


Cn+1 = D; Cn + Pr — 4 ps 


et ces relations permettent d'exprimer de proche en proche, pour 


z È ’ | cl . . 
toute valeur de 7, les quantités 6», n», Gr par des fonctions ration- 
nelles et entières de a”, b" ,c". On trouvera, en particuher, 


" 4 L'ART d 1 ! zu 
= b'BG— on, miæc'y— aa,  Ui= aan —b'ft, 


et, par conséquent, en désignant par s Parc de la courbe, nous au- 
rons la formule 


On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de 
torsion R,, les expressions suivantes 
(RE nIcENE PO nan à 


R2 —= 2 
u? + p2 + 2 N 
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où j'ai fait, pour abréger, 


C’est à l’élément de l’arc que je m’arrêterai un moment, afin de 
tirer quelques conséquences de la forme analytique remarquable 


que présente la quantité £? + n? + €?. Nous avons, en effet, la 
relation 
Eë1 + mn1 + C1 = 0, 


qui donne facilement 
TR) ni + (CET EI) 


el, par suite, cette décomposition en facteurs imaginaires conju- 
gués, où J'écris, pour abréger, re PAPE 02 


CEE C2) (Des)? = (CE — 61 + Cpni) (GE — Ga — domi). 


Or les valeurs de 4”, D’, c', à savoir 


S n 
À y — 0 ” y — Ô ; Ô — œ 
a —=— CHU, = sn &, Ce da , 
Fa Fa © ES 


conduisent à l'expression suivante 


























NN 
z Y — Ô } 
Gi — Et + don = «1/2 (én + 1o€) cnu 








ann 
MEid r9 3 
ee (£2 + Chen 
= 





Ô a 


IS 
: +: 
pe (Verts to) dnu, 
1520) 





et nous allons facilement en déduire les valeurs particulières des 
coordonnées &, n, €, pour lesquelles l'arc de la courbe sphérique, 
au lieu de dépendre d’une transcendante compliquée, s'obtient 
sous forme finie explicite. Je me fonderai, à cet effet, sur cette 
remarque, que le produit de deux fonctions linéaires 


H(u)=(Acnu+Bsnu+Cdnu)(A'cnu + B'snu + C'dnu) 
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devient le carré d’une fonction uniforme si l’on a 





A2k2+ B2— C%2= 0, A2 B2— C?2k2— 0. 


A cet effet, j'observe que les formules 


2snucnudnu 


SD = ——————— ) 
1—— ASE 
1—9sn2u + £2sn*tu 
CO = ———— 
1— £2sntu 
1—242sn2u + Atisn*#u 
dn2u — 


1— k? sntu 
permettent d'écrire 
Acnou + Bsnou-Cdnou 


AtG—o(A+Ck?)snu + (A + C)k?sntu + 2B snæenudnu 
ATP NA AN OO RE ete EN PT RS PRE 
1 — £2sn*u 


Cela étant, soit, en désignant par g et } deux constantes, 


A+C—o(A+CÆ?)snu+(A+C)£?sntu 
+2Bsnucnudnu =(gsnu+hcnudnu, 


on verra que les quatre équations résultant de l’idenufication se 


réduisent aux trois suivantes 
À + CG = h?, 2(A+ CA?) — h?(1+ A2) — g?, Bas 
or l’élimination de g et À conduit immédiatement à la condition 
ARE BE CrK2— 0. 


Soit de même ensuite 


(g'snu + h'cnudnu}? 


A'cnou + B'snou + Cdn2u — 
1— Æ2sntu 


2 


sous la condition semblable 


Ak2+B2— C?£2æo; 


nous en conclurons, pour VII (2u), l'expression suivante 


(gsnu+ henudnu)(g'snu+ h'enudnu) 
1—/2sntn 


Vu) 


2 


ou, en développant, 


gg su+hh|ri—(1+%?)snu+ktsntu] +(gh'+ hg')snucnudnu 
1— £2sntu ? 


Vli(au) = 
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LR à ; . u 
on en déduit ensuite facilement, si l’on change w en —, 
2 
 BÉCARSERER 2 È 
2 VII(&) = FT gg'(dnu —cenu)+(gh'+ hg')snu + hh'(dnu + cnu) 
Lt 


Voici maintenant l'application de la remarque que nous venons 
d'établir. 
NN 


Revenant à l'expression précédemment donnée des facteurs de 


(D; s})?, je pose 


A —ol/ nie B=p(/ 1 (Et) CCE et) 
l E FT 
NES ” RSS N 
= mére 2 à = Nbre 2 a ee D PR PORT UE 
dat tpË ), EE 1 Pr rte } C'— 10 : 106 ); 


(x—y)(B—0) | 
(Bi en) (Res nos 


conditions se présentent sous la forme suivante 


























et J observe que, au moyen de la valeur k'?— 


a? \ , ) fe 
(En + cp6)? + (EH E)+ 











Ce PAC — 
sr mn ES (nS — 1pé)=0, 


y —Ô 


p? 12 
LT AO 











S (né 12 tpë )? RUE 


| 
Ce 
1 


Elles donnent immédiatement £n€— 0 ; et nous poserons en con- 
séquence: 


2 a? G2 a? 
1° 0, ( ES jn+ (À — le 


a2 22 72 2 
+ D 0, ( = — F C2 + RUES sc 






































, 1 ce ve a y! ) Fa 
ù 0 ( LS): +( 5  — Ô Lise 


Soit, pour abréger, 





a=(a— 8) (y — B) (vd + BÔ— YB), 
b=(B—8)(a — y) (ad + 7è— a), 


d)(B— a) (PS + aù — Pa); 





SCO: 
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au moyen de ces quantités, qu’on verra facilement vérifier les rela - 
tions 

a a? b £? cy? 
ae? ces RAS 


ab +C=0, Hp ane 
a END ARGENT 








nous obtenons les trois systèmes de valeurs 


1° ÉD, n° = C; Ch 
s. RE AN MSA, EC, 
04 4 A0) E2 SE b, "> dr 


Maintenant je vais démontrer que, de ces diverses solutions, la 


première est seule réelle et répond à la question proposée. 


Pour cela, je rappelle que les constantes &, 5, y, à satisfont aux 


conditions 

QE GO DE O0, 
ou à celles-ci 

(IT) RNB ES 2 


et } observe qu’on aura, dans les deux cas, 





(a—8)(y—B)<o, bee 7), (Y— 0) (ce 
J'ajoute à ces résultats les suivants 
VI+—B—ÿ8>o, ad + YÔ—4y > 0, BÔ + ad — Br > 0, 
qui donneront, comme on voit, 
Fe PE à © be O, Cane 

On peut écrire, en effet, 

V0 + Bô — y = FÈ + (À —GB)y, 

A8 + YÔ — ya = a0 + (D — x)Y, 

BÔ + xd — fix — ad + (D — x)B, 


et, dans le premier système de conditions, on voit ainsi que les 
premiers membres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en pas- 
sant au second système, 


Net OMAN ñ nn 
nt Lee 2e à da ei Cle OA" 


1 


N rs nS ñ AS < # 
AO TRY TR Or AO: P)) 
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mais ces transformations faciles ne suffisent plus, à l’égard de la 
troisième quantité 59 + 49 — fa, pour reconnaître qu’elle est tou- 
jours positive comme les autres. Il est nécessaire, en effet, d’intro- 
I 


RE Se PS A CE : ; 
définition des quantités -, =; -; qui sont proportionnelles aux mo- 
CO Es 


: U_. I I FA 
duire une condition nouvelle, Me > “ ayant son origine dans la 


ments principaux d'inertie. Nous écrirons, dans ce cas, 


I I I I I 
NN SE pus A5 a pur pen PQ og : 
BÔ + ao — 28 ago [ (5 + g oe ;) | 


et le dernier résultat qui nous restait à établir se trouve démontré. 
Les valeurs réelles ainsi obtenues pour les coordonnées 6, n, €, à 
savoir £— 0, n—#b, {—yc, donnent, en prenant les radicaux 
avec le double signe, quatre points qui décrivent des courbes rec- 


| c 
üfiables, ou plutôt deux droites remarquables: £—0,n = + VE és 


dont tous les points décrivent pendant la rotation du corps de telles 
courbes. Pour former l’expression de l’arc s, observons que, d’après 
l'égalité a + b + c = 0, on peut écrire {6 — Va, ce qui donne les 
valeurs suivantes : 














(On a ensuite 
EE CC: 


et nous en concluons 


(A enu + Bsnu + Cdnu)(A'cenu + B'snu + C'dnu) 


= (B snu + C dnu)}?— A? cn?u. 


9 


La condition À? 2 + B2— C2? — 6 conduit enfin à cette nou- 
velle transformation 


(B snu + C dnu})?-- A? cn?u 
C2"? — B? 


= (Bsnu + Cdnu)? — PE 


(dn?u — £'?sn?u) 


-- (ce sn ü + pdnu) , 


\ 


et 1l vient, en définitive, après quelques réductions, pour l’expres- 
H. — III. 21 
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sion de l’arc de la courbe sphérique, 





C6 
s — 174 (BB + 28 — fa) ( — 4)(y— 8) f Æsnu du 
nPTTR ; 


VASE Te x ; 
+ ad + YO — ay) (0 — à y) [ dnu du, 
1/2 RCaÈ + y — ay)(È—a)(y— a) fe 





puis, en effectuant les intégrations, 











LS +8 Bx)(Ô—a)(y—$B)log(dnu—/kcnu) 
En LE Cd + 12 — 27) (2 — 2) Ce) ame 


[l en résulte que, w devenant u + 4K, l’arc s'accroît de la quantité 


constante 


n 


Va 20 Ni] NI à. n 
am 4/18 + 78 — a) GE — 2) 








a). 


OUR 


Je terminerai cette étude de la rotation en indiquant encore un 
point de vue sous lequel on peut traiter la question et où l’on 
évitera le défaut de symétrie des méthodes précédemment expo- 
sées, qui donnent d’abord les quantités À, B, C; puis, par un 
calcul différent, la quantité V, en séparant ainsi des expressions 
composées de la même manière avec les quatre fonctions fonda- 
mentales de Jacobi. Des transformations algébriques faciles des 
équations de la rotation, lorsqu'on suppose en général le corps 
sollicité par des forces quelconques, permettent, en effet, d’asso- 
cier les composantes de la vitesse aux neuf cosinus ; elles seront le 
point de départ du nouveau procédé que je vais donner pour le cas 
où 1l n’y a point de forces accélératrices. Avant de les exposer, je 
rappelle d’abord les équations d’Euler 


aD;p=(b—c)gr +P, 
bD,;g=(c—a)rp +Q, 
cD;r =(a—b)pg +R, 


où les moments d'inertie sont désignés par a, b, c et celles de 
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Poisson, dont j'ai déjà fait usage, 


Dia°= 0"r — c'a, 

D,b"= c'p—a"r, 

D, c"= a"q — bp, 
puis 

D, A = B r — Ca, 

D,B = Cp—Ar, 

D,C = Ag —B p. 


Cela étant, soit, comme précédemment, 


=ap+baq+cr, 
a'p+b'qa+cr, 


ù s+ 
Il 


mn = a"p+b"g+c"r, 
V=Ap+Bgqg+Cr:; 


en écrivant, pour abréger, 
A=pD;p+qD;q+rDir—(a"p+b'q+c'r)(a"D;p+0b"D,;q+c"Dir), 


nous aurons, comme conséquence, les relations suivantes, que je 
vais démontrer : 


Le IT. 
AA V(D,p—a"Diw)+iD,VDia,  Va'= Av +iD,A, 
BA V(D,9 — b'D;s')+iD,;VD,8,  Vb"—Bs"+iD,B, 
CA = V(D,7r — c'D,e")+1D,V D,c”, Vc’= Ce"+iD,C; 


III. IV. 
AD D Br PccDiB ù ?BD,c— Ca+ib" DC, 
PAD; et — Cp-hiatD;C, n : OD,a"— An+ic D,A, 
iBD,a'—Ag—+ib"D,A;  iAD,b"= Bp+ia"D,B. 


A cet effet,-je remarque que, en écrivant A sous la forme 
— +D,(p?+ g?+ r2)—#"l),e", 
la condition p? + qg? + r? = 6? +9"? + 6"? donne immédiatement 
A = pD,v + p'D;r". 
Observons encore qu’on tire des équations 


9 = ap + bg + cr, = a'p + b'q +c'r, 
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en employant les égalités ab'— ba! = c", ca'— ac' = b", l’expres- 


sion suivante : 
a'vo— av = b"r — c"qg = Dya”. 


On a d’ailleurs immédiatement 


D,p — a"D,s"= aD,e + a'D;v", 


et ces résultats transforment l'équation 


AA = V(D;p— a"D,s") +iD,VD,a 


dans la suivante 


(a+ia')(oD,e + vo" D,e') 
= (0 + w')(aD,e + a'D,e') + i( Dee + 2D;0") (av — av’), 


qui est une identité. 

Passons à l'égalité Va”— A6” +iD,A ; il suffit d'y remplacer 
les quantités V, #”, D,A par les expressions en A, B, C, p, q, r', ce 
qui donne 


(Ap+Bqg+Cr)a"= A(a’p +b'g +c'r)+1i(Br — Ca), 
et par conséquent encore une identité, en l’écrivant ainsi 
g(Ba"— Ab"+ iC) + r(Ca"— Ac'— iB)=— 0: 
Enfin les équations 
SAD,c"= Cp+iD,;Ca', £AD,b"=Bp+iD,Ba' 


des systèmes LIL et IV conduisent, par un calcul semblable, en se 
servant des expressions de D,c” et D,0", aux mêmes égalités 


À B'— Bat CO Ac Gate rh 
elles se trouvent donc encore vérifiées ; or toutes les autres équa- 
uons, dans les quatre systèmes, se démontreraient de même, ou se 


déduisent de celles que nous venons d'établir par un simple chan- 
gement de lettres. 


XXII. 


J'applique maintenant ces résultats au cas où 1l n'y a point de 
forces accélératrices, etje"pose äncet effet pp cons 
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r —="yc", v"— 0, ce qui donne d’abord 
A = aa"D,a"+ 820" D,6"+ y2c" Dic"= (x —8)(B—y)(y—a)a"b'e". 
Ayant ensuite 
D,p — a"D,6"= «(y —8)b"c”, 
on voit que, en supprimant le facteur (+— 5) b"c", l'équation 


AA = V(D,p — a'D,r") +iD,VD,a" 


devient simplement 
Aa"(a—B)(a—y)=Va+iD,V. 


Dans les trois autres systèmes, les réductions sont encore plus 
faciles, et nous nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes : 


Fe [IS 
Aa"(a—f$Bj(a—y)=Va+iD,V, Va'—Ad+:D,A, 
BB"(B—y)(B—a)—VB+iD,V,  Vé"=B5+iD,B, 
Cc"(y—a)(y—B)=Vy+iD,V; Vc'= Co+cD,C; 


LIT: LV: 
iCa(a —y)=By+iD,B,  iBa(B—z2)— CP+iD,C, 
SAD'(B—a)=Ca+iD,C,  iCb'(y—B)=Ay+iD,A, 
tBc"(yÿ —8B)—=A8S+EiD,A; tAcC'(a— y) = Bx+iD,B. 








La question est maintenant d'obtenir quatre fonctions À, B, C, V, 
qui vérifient à la fois les douze équations. Nous ferons un premier 
pas vers notre but, par un changement d’inconnues, en posant 


L dn w sn : 
A -————\ù, B — b, C = — Se V =— int; 
Æ cn w k cn w cn uw 








nous prendrons aussi la quantité &w pour variable indépendante à 
la place de £ ; enfin, en employant les expressions de a", D”, c”, on 
trouvera les transformées suivantes de nos équations : 


I IT: 
La tÔ 
ik cenua— —v—D,n, ckcnuvt =. —rv—D,n, 
n n 
. CAN 
L tÔ 
Dr. ksnuv = —b— D,b, 
n r 


t dnuc= —v—D,vr; a dauv=—c— Duc; 
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ECTS LV: 
| Ly ; LAC) 
ikenut— b — D, b, ikenub=—c—D,c, 
n n 
ta ty 
ksnua=—1«— D, c, ksnuc—= —a— D, a, 
n n 
; À ; t'a 
L ne Do édnua= —b— D,b. 
n 


Je ne m’'arrêterai point aux calculs faciles qui donnent ces résul- 
tats, et je remarque immédiatement qu'il convient de les disposer 











dans ce nouvel ordre, à savoir : 

; ta La ; ta 

ik enun = —v — D,,v, fesnun— c— D, c, cdnua—= —b— D, b, 
n n n 

; LAC) 10 . Fa 

tKkCnub == c"D;"*, ksnub— —v—D,n, ; dn ub EME ES 
n n n 

x L'y Ly : ty 

kcenuc= —b — D,,b, FSU — a— D,a, -z:dnue vu — D,0, 
n n n 
10 tÔ tÔ 

ikcenuv = —a— D, a, ksnur = —b—D,b, idnuv=—c— Dur. 
n n 


Par là se trouvent mises en évidence trois substitutions remarqua- 
bles, qui correspondent aux multiplications des quatre fonctions 
par cnu, snw, dnw, à savoir 


CRD UC UD a 1e "10 
( Op NL (; a v RE 
elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les 
quantités du type (a—b)(£ — vw), et, si on les applique deux fois, 
chacune d’elles donne la substitution identique. Représentons les 
quatre lettres à, b, €, d par X, pour les valeurs o, 1, 2, 3 de lin- 


dice, en convenant de prendre cet indice suivant le module 4 ; 
elles s'expriment comme il suit 


> 2 “ 
X3- Xo+s X1—s 
Si l’on adopte un autre ordre, en supposant que Z, donne €, 4, b,v 


pour s —0, 1, 2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange, 
les mêmes foncuons de l'indice, à savoir 


(4 ) ss ) (ss ) 
Lis, ‘ Lis, L3-s 
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C’est cette disposition qu'il convient de garder, et semblablement 
fre VAE ESS to 
nous désignerons les constantes 1, —, ©, — par € pour S— 0, 1 
O HÉRNTANL TL s P Ne 
2, 3; cela étant, nous pouvons comprendre, dans ces trois seules 


équations, le système de nos douze relauons : 


kcenuZ;=e;li,s— D, Z:+,, 
k snuZ;= eZ; $—D,Z:-, 
à dn Us = € ZL3_; — D SATA 


(D) 


Le résultat relatif aux quantités X, ne diffère de celui-ci qu’en 
ce que #kcnu, ksnu, idn u se trouvent remplacés respectivement 
- + - ; rs DL OO UE y TO ER ? 
par édnu, ikcenu, ksnu ; en désignant re 2. 7 irN DAT ROUE 


$—= 0, 1, 2, 3, nous aurons, en effet, 


; Le cn [42 Xe — ls EF TA | D, X3 -S3 
(IT) 4 ÆsnuXs—= n;Xors— D, Xo4e, 
tdnu — is X1-s — Du 


Avant d'aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux 
systèmes d'équations se ramènent l’un à l’autre, par un change- 
ment très simple de la variable et des constantes. 

Je me fonderai, à cet effet, sur les formules de la transformation 
du premier ordre 


; k' I 7 na ik sn u 1 DRM 
cn (ixus, +) Li ins sn (Au, +) (ru, +) Les 


En ? 
\ du u dn w 


en les écrivant de la manière suivante, où j'ai fait, pour abréger, 
Rs 
k'en(iku, l)=— dn(u—K+o2iK"), 
lsn(iku, l)—=+ cn(u—K+21iK), 


dn(iku, l)=—-sn(u — K + 21K). 


Changeons, en effet, &# en u — K + 2:K', et désignons par Z; ce 
que devient ainsi Z, ; les équations (1) donneront celles-ci 


2klsniikudl)Li = eZs,; 223}; 
== k' dn( tKU, l)Z; = Es L'_; — DZ 
rkontiku. Lie LAS-ADS 2%, 
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+ . , . . U e 
Soit encore Z, le résultat de la substitution de + ; au lieu de u, on 


tk 
k' 


trouvera, si l’on remarque que 1 = — F2 
Lt 


Lsn(u, {)Z"! — Lie — D: 


ce 
. 7" S 7! 1 
tonus) Li De; 
A 
. 0 77 €s A1 7! 
L'ONU LL 2 Lys — D,Z3-;; 
LA 


nous sommes donc ainsi ramené aux équations (11), en y rempla- 
cant les constantes 7, par D ce qui entraine le changement de Æ 
en /. 

Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions 
elliptiques donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles 


nous à conduit le problème de la rotation. 


XXII. 


Je représenterai dans ce qui va suivre les fonctions 6 (uw), H(u), 
H,(u), 6, (u) par 0,(u), du), 0 (uw), 43 (u), en adoptant une 
notation employée pour la première fois par Jacobi1 dans ses leçons à 
. l’Université de Kæœnigsberg, dont plusieurs auteurs ont depuis fait 
usage. L'une quelconque des quatre fonctions fondamentales sera 
ainsi désignée par 0, («), et je ferai de plus la convention que l'in- 
dice sera pris suivant le module 4, afin de pouvoir lui supposer 
une valeur entière quelconque. Cela posé, soit R, le résidu corres- 


O,(u+a)eiu 


A Re FO 1té 
pondant au pôle uw — :K' de la quantité BC) 


y. OÙ AE 


sont des constantes quelconques, et posons 


0,(u + a)eku 


Pre Rs:00o(u) 


Nous définissons ainsi un système de quatre fonctions compre- 
nant comme cas particulier snu, cnu, dn lorsqu'on suppose 4a—=0, 
À — 0, mais qui, en général, ne sont point doublement périodiques, 
et se reproduisent multipliées par des constantes, lorsqu'on change 
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uenu<+2Ketenu+2iK'(t). Onaen effet, en posantu — e?ÀK, 
2 a ere te 
Le € K , les relations suivantes: 


1 ss+n 
P(u+2 K)=u(—:1} P,(u), 
1 


— S(s—1) 
P(u+oikK)=p'(—1) P,(u), 


et, en passant aux valeurs particulières de l’indice, les multiplica- 
teurs seront indiqués comme il suit : 


Po(s), F M LA 
Pi(s), — L, + , 
P2(s), To — M 
P3(s), + u, — pu. 


L'étude de leurs propriétés pourrait peut-être former un chapitre 
nouveau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce mo- 
ment je dois me borner à en tirer la solution que j'ai en vue du 
problème de la rotation. Je partirai de ce que les rotations ®,(w), 
ayant un pôle w —{K' à l’intérieur du rectangle des périodes et 
pour résidu correspondant l’unité, peuvent jouer le rôle d'éléments 
simples à l’égard des fonctions qui ont les mêmes multiplicateurs. 
Telles seront, par exemple, les quantités 


cnu®b,(u), snu®b,(u), dnub,(u); 


si l’on remarque qu’en mettant 2 +s,1—s, 3 —s, au lieu des, 


l 
= S(s+1) : : , 
le facteur (— 1)” se produit multiplié par — 1, — 1, +1, 
| ss) Pr 
tandis que (— 1)" est multiplié successivement par — 1,+ 1, 


— 1, on reconnaît en effet qu'elles ont respectivement les multi- 
plicateurs des fonctions 


Pors(u), Pis(u), P3-s(u). 





(!) Peut-être pourrait-on, afin d'abréger, convenir de désigner les quantités 
de cette nature sous le nom de fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce, les fonctions périodiques de première espèce correspondant au cas où les 
multiplicateurs seraient égaux à l'unité. Enfin les quantités telles que @(u), H(u), 
.., les fonctions intermédiaires de MM. Briot et Bouquet, où les multiplicateurs 
sont des exponentielles, recevraient par analogie le nom de fonctions périodiques 
de troisième espèce. 
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Nous voyons aussi qu’elles n’admettent que le pôle u = 41K', 
dans le rectangle des périodes, de sorte que la décomposiuon en 
éléments simples s’obtiendra immédiatement au moyen de la partie 
principale des trois développements 


cn(zK'+e)®æ,(:1K'+e), 
sn(cK'+ <:)D,(1K'+e), 
dn(izK'+e)D,(:K'+e). 

Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres, 


+2 , I ma I / 1 
1k cn(iK'+e) = -, ksn(iK He) = —) Edn(EK+s)= > 


et par conséquent 1l suffit de calculer les deux premiers termes du 
développement de l’autre facteur D, (:K' + :), c’est-à-dire le terme 


I . \ . 
en-; el le terme constant. J’emploie à cet effet la relation, sur 


laquelle je reviendrai tout à l'heure, : 


2 


re a ne (u—+ikK 
Os(u+iK')=050; s(u)e : 


où 5 est égal à £ pour s —0, s— 1, et à l’unité si l’on suppose 
— TT (s+1)(5+2)(25+1) 


S—2,5s—5%,de sorte qu onpeutiaire oc" , 


On en conclut l'expression suivante 


b_s(a +e)er 
0,(e) 


? 


P,(1K'+ ESA 


À désignant un facteur constant, et par suite ce développement, que- 


Je Limite à ses deux premiers termes 


AÛ;_.(a) 


D,(zK'+ €) — 
x tree 





É + +D, logli-s(a) | 


; AA TY ; I : D “+ 
Mais À doit être tel que le coefficient de - soit l’unité; nous avons 


L2 


donc simplement 


P,(iK'+e) — : +À+D,log0,_,(a), 


et l’on voit que les parties principales des développements des 
fonctions 
tk cn(iK'+e)d,.(:K'+e), 
Æ sn(iK'+e)æ,.(iK'+:), 
tdn(iK'+e)db,(zK'+e) 
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se réduisent à cette seule et même expression dans les trois cas, à 
savoir 


) | 4 


= + [À + De logdi(a)] 


Le 


La formule générale de décomposition en éléments simples nous 
donne en conséquence les relations suivantes 


tkenudb(u)=[À+D, log .(a)] Pirs(u) — D, P,,(u), 
k snudb(u)=[A+D,log0,_.(a)] Pi-s(u)—D,Db_,.(u), 
édnub,(u)=[À+D,log0.(a)] P3-.(u) — D, b3_,(u); 


et l’on voit qu'on les identifiera aux équations (1), obtenues dans 
le paragraphe précédent, en disposant des indéterminées a et À de 
P ) 
manière à avoir 
ss — À + D,log0 (a). 

Reprenons, à cet effet, les égalités données, paragraphe XV, 
page 305, 
Æ? snw enw . Snow dnw . Cno dnw 


; D D LIL y—a—=in 


AL 
t—G= In 
; dn w cn Sn t) 


en les écrivant d’abord de cette manière (poër p. 304 ): 














ta - @'(w) tp 8(w) y H'(w) _ cd H' (w ) 
n O0 (w) Len: 8,(w) n Hier H,(w) 
La ECUGE AR 


Rappelons ensuite que IP Constantes —;,—, 1 Onteté dési- 
nm nm I LA 





gnées par €, pour s—0, 1, 2,3, et elles prendront, en introduisant 
les quantités 0,(w), cette nouvelle forme 


e + D l0g0o(w) = 82 + D, log03(w) 
= €0+ D, log, (w) = e3+ D, log(w). 
Il en résulte que l'expression 


es + D, log0;_,(w) 


reste la même pour toutes les valeurs de s; par conséquent, on 
satisfait immédiatement à la condition posée en faisant 


d—— 0 et Ne, + Dé lost on 


QD 
US 
Ne 
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XXIV. 


Les résultats que nous venons d’obtenir montrent encore par un 
nouvel exemple combien la question de la rotation se trouve inti- 
mement liée à la théorie des fonctions elliptiques. C’est même à 
l'étude d’un problème de Mécanique qu'est due la considération de 
ces nouveaux éléments analytiques D; (x), très voisins des fonc- 
uonso(x,;,w), #,(t4,w), y(&,w), y,(&, w), employées au com- 
mencement de ce travail pour intégrer l'équation de Lamé, mais 
qui en sont néanmoins distincts et offrent un ensemble de pro- 
priétés propres. Il est nécessaire, en effet, d'attribuer à la cunstante 
À quatre valeurs particulières pour en déduire ces dernières fonc- 
uons, et de là résultent, pour les multiplicateurs de chacune 
d'elles, des déterminations essentiellement différentes, tandis que 
la propriété essentielle qui réunit en un seul système les fonctions 
P,(u), c'est d’avoir, sauf le signe, les mêmes multiplicateurs. Je 
me bornerai à leur égard à considérer, pour en donner l'intégrale 
complète, les équations différentielles auxquelles elles satisfont, 
équations linéaires et du second ordre comme celle de Lamé; mais 
auparavant je dois d’abord montrer comment les formules de Jacobi 
résultent de l’expression à laquelle nous venons de parvenir, 
Z; —=N,(u), où N désigne une constante. J’emploie, à cet effet, 
la valeur de R;, qu'on obtient facilement sous la forme 


Ja Te 2) HR 
CR) ee 
h;—= / 
t0(0) 
et où l’on doit faire &4 — — w. En se rappelant la détermination du 


facteur 5, et écrivant pour un moment 


TD 











o2k LrAK 
QE — 
ras t0'(0o) 
nous obtenons ainsi 
R,=— 19 0,(w), R,=19 0(w), R: = Q 03:(w), R3 = Q 02(w). 
Orona 
FE Pre Be dnw Le. C=_ 51% Lo, VESTE 
k cnw Æ cn w cn w 





me ml ci nt ban D UE 
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de là résultent, si l’on remplace N par Q N et les quantités 4, par 6, 
H, ..., les valeurs suivantes 


IN H(u—w)eru N H(u—w)ekx 











Ve RE D TRE Sr 2 Lopr—— 

: Æcnw 18(w)O(u) AK H;(w)@(u) à 

p — JMwN Hi(u—w)elt N' H,(u—w)elu 
_ kenw 6i(w)Oe(u) VÆ  Hi(w)@(u) 
__snwN & (u — w) eu 9 (u — w)eu 
Dinu  TH(o}Otu) er VA tH;(w)O(u) 


O,(u — w)eu 


CE" H;(w)O(u) 


Je ne m'arrête pas à la détermination de la constante N qui s’ob- 
tient comme on l’a déjà vu au paragraphe XIV, page 300, elle a 
pour valeur H'(o)e!, et nous retrouvons bien, sauf le changement 
de } en &x, les résultats qu’il fallait obtenir. 

Je reviens encore un moment sur la désignation par 0, (u) des 
quatre fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher 
de la notation qui résulte de la définition même de ces fonctions, 
par la série 





1 Dre 
L [e m + 4) u + F: (2m+t0)?i K' | 


duvtu)=e ? diner 


Supposant x el y égaux à zéro ou à l'unité, on à donc en même 
temps 

DR Du) = ua), 

H (u)=0(u) = 01), 

H,(u) = 6,(u) = 01,o(u), 

O,(u) = 03(u) = 0,o(u); 


et, en premier lieu, je remarquerai que le système des quatre 
équations fondamentales 


; ; = T au+iK) 
DATE TEON(A )ERE : 
x ; — IT ou+in 
HAQUEPERS)— : 0 (uen | 
ÎT 
— (2u+cK') 


Hi(u+iK')— @(u)je *# 


iT y 
— — (24 +ikK) 
K 


Oi(u—+iK')— Hi(u)e | 


) 


? 


peut être remplacé par la relation unique dont j'ai déjà fait usage, 
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iT 2 
F RS — C0 x Cu+iK) 
s(u+iK')=050; ç(u)e 


On doit y joindre les suivantes 


Os(u—+K) == 500s (UP RES 
IT F 
RS : TK tCu+rK) 
O(u+K+iK')—=5"0,,.(u)e ; 
les facteurs 5, 5’, 5” ayant pour valeurs 
Ts +1(s+29(2s5+1) PR + ERA 
s——e * : Mae 4 HE - 
puis celles-ci 
D s(s+1 
S ha Lsts—1) — TE (+R 
6s(u+o2iK'")=—(—1) Os(u)e 


Je remarquerai enfin qu’en passant du système de deux indices 
à un indice unique on est amené à exprimer, d'une manière géné- 
rale, s au moyen de & et y. Si nous avons égard à la convention 
admise que s est pris suivant le module 4, on trouve aisément l’ex- 


pression 
= — [ — HET V + 2 UV. 


Cela étant, soit de même 


s'=—i1—nm+v+oanv, 

et désignons par S la quantité relative aux sommes p + uw etvyEy. 
Les admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle 
importance est, pour la théorie des fonctions abéliennes, l’addition 
des indices dans les fonctions 0 à 7 variables, où entrent 2 n quan- 
ttés analogues à 1 et y, on est amené, dans le cas le plus simple 
des fonctions elliptiques, à chercher l'expression de S ens ets’. 
M. Lipschitz m'a communiqué la solution de cette question par la 
formule élégante 


S=—i1—s—s — 255" (mod4), 


et voici comment l’éminent géomètre la démontre. Ecrivons l’éga- 
lité précédemment donnée : s=—1—u+y+2uv sous cette 


forme 
2$+I=(2HM+1)(2Y—1) (mod8), 





Qt 
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et remarquons qu'on peut poser, 4 et y étant zéro ou l'unité, 
2U+I1= 34, 2V—I1=—5Y (mod 8 ). 


On en conclura 
2S+I—=— 347 (mod 8 ); 


or les relations analogues 
2 +i1=— 347, 2S+1= — JU Sv+V (mod8) 
donneront immédiatement 


2S+I1=—(25—+1)(25 +1) (mod8), 


et l’on en conclut l'équation qu'il s'agissait d'obtenir. 
XEX VE 


Nous avons vu que le système des quatre fonctions représentées, 
en faisant $s — 0, 1, 2, 3, par l'expression 


O,(u + a)eru 
P. Re nant re 

s\u) R, 0,(u) 
où & et À sont des constantes quelconques et R, le résidu corres- 
0,(u + a)eku 
route, 
différentielles suivantes ($ XXIII, p. 331), 


pondant au pôle u—1iK' de » conduit aux équations 


ik enuB,(u) =[À + D, log0:_.(a)] Pirs(u) — Dy Prr(u), 
ksnu®b(u) =[À+D,logô;_.(a)|Pi-.(u) — D, Pis(u), 
cdnub(u)=[À+—D,log6,_.(a)]P3-.(u) — D, P3_.(u). 


Ces relations me paraissent appeler l'attention, comme donnant 
d’elles-mêmes des équations linéaires du second ordre, dont la 
solution complète s'obtient, ainsi que celle de Lamé, dans le cas 
de ñ— 1, par des fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce, ayant la demi-période £&K’ pour infini simple. Pour 
y parvenir facilement, 1l convient de représenter les quantités 
tkenu, ksnu, idnu par U,, U,, U;, de manière à avoir sous forme 


entièrement symétrique 


Du U; =— U;U:, Du Ur = — Ui Us, D, U3=— U; Us. 
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Cela étant, si nous changeons successivementsen2+s,1—s,3—Ss, 
on obtiendra, en écrivant, pour abréger, D, au lieu de D,(u)etes 
pour À+ D;logb,_;(a), ces trois groupes de deux équations, à 
savoir 

\ UD —=es Prrs — Dr Pos, 

l UÜiPors = 605 — D,9,, 


DD ED; D bre 
| UÜoPis—e PP — D,®,, 

Did 0e, D Dites 
ARE, D: D,P; 


L’élimination successive des quantités ®,,,, ®,_;, ®,_, donne 
ensuite 


(1) Di; —(es+ cor + D, logU:)D, Pb; + (esters + Eos D, log Ui— Ui)b; — 
(II) Dib—(es+ ess + D, logU:)D, D, + (£sE1—s + 1-5 Dy log Us — U2)%; — 
(HI) Dib—(es+ ess + D, log U:)D, D; + (25e + €3-5 D, log Us — U?)D;,= 


Nous avons donc trois équations du second ordre dont une solu- 
on particulière est la fonction D,(uw); voici comment on parvient 
à les intégrer complètement. 

Faisons successivement dans ([), (11) et (III) 


TL 
— (Es +Es+s) 
7 2 DES © 
P. En X: (24 , 
[12 
9 (Es + Ey—s) 
P, = X er , 
[42 (E.+E \ 
= 9 Ts “3 
P, = X3 € , 


on aura pour transformées 


D? Xi — D, log U; D, X1 — (0? + d1 De log U; + U°)Xr 0, 
IN EP d — D, log U: D,Xe (95 —+- RIRE log U: + UT O; 
D? X;— Le log U3D, X3 — (92 + ü 1), logU;+ USIXSS 0, 


en posant, pour abréger l'écriture 
P » P ) 


N 1 N 1 s 
dy à (Es —Cors), Op = 9 (Es— Es), da — (Es — 63). 
Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si, 
en remplacant dans la première, la deuxième et la troisième, s 
par2+s,1—set3—5s,onécrit dans toutes en même temps — w 


0; 
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/ 
au heu de w. Par conséquent, on peut, d’une solution, en tirer une 
autre : la première, par exemple, qui est vérifiée en prenant 


tu 
tm |Es Es ts) 


X\=D,.(u)e 4 


? 


le sera encore si l’on fait 


tt 
+ a (Es + Es+ +) 


X1= Pris(—u)e * 
En employant les formules 
es = À + D, log6:-.(a), md D lost, ;tar 


et mettant pour abréger 0, au lieu de 6;,(a4), on en conclut pour 
l'intégrale générale 


Ru Où) Dee. C'0,,.(u — a) - Dell, 
Xi — "6 ? Ph PT EEE 
J, (4) O,(u) 


Les solutions des deux autres équations seront semblablement 


A De DC 0, (x — a) = Dalortetie, 
C0 7 e° 


nn — e RATER ee 
4 0,(w) O(u) j 
X o 0,(u +a) — - D, log0,0:+, ( RE | U — a ) ë D, 10g0,0,+, 
CL BE 7 . 
3 0o(u) Oy(u) 
XX VI. 


Les relations qui nous ont servi de point de départ donnent lieu 
à d’autres combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du 
second ordre analogues aux précédentes, et qu'il est important de 
former. On a, par exemple, comme on le voit facilement, 


Ui(es Pres — Dub) = Uo(es Pots — Du Pos), 
et l’on en conclut, en changeant s en 1 — 5, 
Ui(ei-s Ps — LD) — U(ei-s Ps — Du Ps-s). 
Joignons à cette équation la suivante 


Ua. TT der D,P;, 
H, — III. 


D 
D 
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et l’on trouvera, par l’élimination de D;,._., 


De simples changements de lettres donneront ensuite 


D b.—(e;- s+Eo+s + Dy log U;U;) D, b.+ (E3—sE2+s + E3-s Dy log U3+ 8045 Du log U,)P;—= 0; 
Dé b;—(e1-5+ 22+5+ DilogÜUiU:) D, Pi (ei sors +604 D, log Use; D, log U;)b;=0: 


Cela posé, je fais dans la première, la deuxième et la troisième 
de ces équations, les substitutions 


P; = Y: € ) 
u (E LE ) 
5 \S3—5s ta+s 
P, —= Yo e? 
2 y 
Il (E 4e 
5 "1-5 9+s 
P, —= Y: e? . 


J'écris aussi, pour abréger, 


| 
eo 
12 
+ 
à 
Sr 
© 
we 
FX 
om 
3 
| 
A 
m 
L 2 
+ 
A 
LA 


Ets — Eg-.s ): Ô 


Là (es — 


O2 
RÉ 
il 
pe 
19 — 


les transformées qui en résultent, savoir 





D2Y,/ =D lo UU/D/n (ae — à! D, log ü.) Y,=0, 
\ 3 


02 Yo — 17 log U;: U, D? NÉ -Æ CE —— 02 D} log mn) Y: = Oo, 
e N/ N/A U; 
D? Y;— D, log U UD, Y3— (0% — 0, D, log — ])Y;=o, 


se reproduisent comme les équations en X, lorsqu'on change s 
en 2+s,1—Ss,3—set uw en —u, les quantités Ô et d’, ainsi que 
les dérivées logarithmiques, changeant de signe. On en conclut 
immédiatement pour les intégrales complètes les formules 


Cô(u+ a) —=+Dalost,6,4 C'Os(u--a) =Dalor0.6. 
Y= ——— 2 ——— ———— 0 , 
(a) 0,(u) 
be 0,(u + &) — Da log 024,03 Er à PER à 7: — & ) = Da log0,,0 
Yo —— € ” + ————— €" : 
B,Ca) Dtu) 
CôO(u+a) —%Dalos0,0., C16,2.(u — a Ye D, 10600 
Ys= —— 0€ + ———— 0 ; 
Oo(u) 0,(u) 


Ce sont donc les mêmes quotients des fonctions 0 qui figurent 
dans les valeurs de X, et Y,, X, et Y:, X, et Ÿ;,, les exponentielles 





| 
| 
: 
{ 


Te Ut 1 
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qui muluplient ces quotients étant seules différentes. Cette cir- 
constance fait présumer l’existence d'équations linéaires du second 
ordre plus générales, dont la solution s’obtiendrait en remplaçant, 
dans les expressions CA + C'B des quantités X et Y, les fonctions 
déterminées À et B par Ae?t et Be-P?t, où p est une constante 
quelconque ; voici comment on les obtient. 


NULL: 
Considérons en général une équation linéaire du second ordre à 
laquelle nous donnerons la forme suivante 
PAP RS OX 0. 
où P et Q sont des fonctions quelconques de la variable w, et dont 


l'intégrale soit 
X — CA + C'B. 


Je dis que, si l’on connaît le produit de deux solutions particu- 
lières, et qu’on fasse en conséquence 
| 
P'R. 
nous pourrons obtenir l'équation qui aurait pour solution l’ex- 
pression plus générale 


= CAeru+ C'Be-pu, 


J'observe à cet effet que, le résultat de l’élimination des constantes 
GC et C étant 


+ A B 
*$ A p + A — B p + B' m0, 
X" Ap?+2A'p+A" Bp?—2B'p+B 


le développement du déterminant donne pour l’équation cherchée 
DX— PT + OX — 0, 


les nouvelles fonctions Ÿ et ayant pour expressions 


Ÿ? — AB'— BA’ —2ABp, 
@ = A’B"— B'A"+ (AB”"— 4A'B'+ BA")p — 3(AB'— BA) p? + 2AB pi. 
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Or on a, quelles que soient les solutions partüculières À et B, la 
relation 

AB'— BA'—Pp, 


en désignant par £ une constante dont voici la détermination. 
Donnons à la variable une valeur u — uw, qui annule B dans 
cette équation et la suivante 
AB'+ BA'—R', 


et soient lP, et R; les valeurs que prennent P et R’; on trouvera 


immédiatement la condition 


La constante g étant ainsi connue, nous avons déjà la formule 
P—=Pes—2Rv. 
Pour obtenir ©, je remarque d’abord qu’on peut écrire 


PIB OB PALÆOA 
DRRAOB A RAERONTe 


P P = 02 


AUDE B' AT — 


puis semblablement 


D'R B D'AAES ! ta 
AB; par PF CEAENRRRE CASSER 


nous avons d’ailleurs 


AB'+2A'B'+ BA'=— R', 
par conséquent 


PR’ 29 DD! 
NP TU US BAT mL RES RRESESS 


P 
et l’on en conclut la valeur cherchée 


2 PR"— 3 P'R'+6QR 


P p—3P gp?+ 2Rp: 


© = QZg— 

Ce point établi, j'envisage, dans les équations différentielles en 

X,, X», X:, les expressions du produit AB, que je désignerai suc- 

cessivement par R, (uw), R:(u), R3(u), en faisant 

0(0)0(u+a)0,.(u— a) 
O$(u)01 $(a)03 (a) 

(0) Os(u+a)01_$(u— a) 
G(u)60,(a) 6: (a) 

0 (0)0.(u+a)03 _ç,(u — a) 

R UV DE Re DU ET M et SRE 2e 
3(u) O2(u) 0 _s(a)02,,(a) 


ol 


Riu) —= 


Ro(u) = 


2 
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Les formules élémentaires concernant les fonctions 4 donneraient 
ces quantités pour chaque valeur de s, mais jy parviendrai par une 
autre voie en conservant l'indice variable. Et d’abord, au moyen 
des relations | 





S(s +1) 
Os(u+2 K)=(—1) * 0,(u), 
(S+1}($ +2) 


iT LS 
— (u4+ikK') 


Os(u+oiK')=(—1) À O(u)e À 


? 


on obtient 
Ri(u+2K)——R;i(u), Ri(u+oiK')=—R,(u), 
R(u+2K)—=—R;(u), R(u+oiK')=+ Ru), 
R;(u+2K)=+R;(u), R;(u+oiK)——R;(u). 


Les fonctions R,(u), R:(u), R;(u) possèdent ainsi la même pério- 
dicité que enu, snu, dnu, par conséquent les quantités proportion- 
nelles U,, U:, U;, ayant le seul pôle w — iK' à l’intérieur du rec- 
tangle des périodes 2K, 2:K’, et pour résidu correspondant l’unité, 
peuvent servir, à leur égard, d'éléments simples. Employons main- 
tenant l'équation 


TT 7" 
— (2u+:K') 


OVER 0 Cu)e *K 1 


où jai posé 


iT 
— — (5 +1) (s +2) (25 +1) 
+ 


s——e ; 


et désignons par 54, 5, 53 ce que devient 5, et, changeant s en 

2H 5, 1—5$, 3 —s, nous trouverons(!) 

DP(o)0 s(a+e)0; (—a+e) 
0?(5)01-5(@) 03 -s(a) 


02(0)0,-.(a+e)0,(—a+e) 
0f(e)01-,(a)0(a) 


R;(CK'+e) —=— 05, » 


R;(zK'+ €) — — 509 ) 


| 02(0)0, _$(a+e)0:,,(— a +e) 
R K' = — e AT RE ENT AG NT ARRETE SNREL EP ASUS 
ASS ES HE 0$(e)01 (a) 60,,(a) 


Cela étant, comme on peut introduire à volonté un facteur constant 
dans la fonction R, je prends, au lieu des expressions précédentes, 


(1) On démontre facilement qu'on à 


S(s—1) 





9, — +1, ga, — (—1) 20: 293 = + L. 
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celles-ci, qui en diffèrent seulement par le signe ou le facteur Æ £, 


savoir 
0 (0)01-s(a+e)03 (a —e) 


ASE 0?(e)01-,(a) 03 s(a) 
ÉTREE __ 0(0)0, .(a+e)0(a—e) 
CPC CS 
R;:(1K'+e)— 8(0o)61 (a +e) srs(a —e) 


0?(e)01-5(a)025(a) 


Développant donc suivant les puissances de e et faisant usage des 
quantités à, précédemment introduites, qui donnent 





0_.(a) au 0,_.(a) RS 
01 (a) 63-6(a) à 
0’ s(a) Oi(a) 26 
RCA SERRE" 
0, (a) ny 0e (2) DA 
PES NOARE SE 





nous obtenons, pour les parties principales, les quantités 


Ni 
290: I 
ec? € ho: 5 € e? £ 


nn ns 
2.09 I 203 








, + CRE: 


et l’on en conclut les valeurs suivantes, qu'il s'agissait d’obtenir : 


Riu) = 201 Ui — D, Un, 
Ro(u) —= 20 Us 07 U», 
R;(u) — D Ua Us —— DA 


Ces résultats nous permettent de former les fonctions À et © ; 
mais, pour la deuxième, le calcul est un peu long, et je me bor- 
nerai à en retenir cette conclusion, que dans les trois cas on parvient, 
en désignant par Ü une quantité qui soit successivement U,, U, 
U;, à des expressions de cette forme 


D = aU + «D, U, 
© = SU + B'D,U + B'D2U, 


où les coefficients « et $ sont des constantes. Leur complication 
uent à ce qu'ils sont exprimés au moyen des quantités & et p qui 
figurent explicitement dans l’intégrale, et nous allons voir com- 
ment l'introduction d’autres éléments conduit à des valeurs beau- 
coup plus simples. 
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XXVIIL. 


Soient U et U, deux fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce ayant chacune un pôle unique w —0, et représen- 
tées par les formules 


H(u+a)er“ 


: H G\egu 
1 ee (u+$)es 


H(u) ; H(u) É 


je me propose de former en général l'équation du second ordre, 
admettant pour intégrale l'expression 


AQU EC U:. 


qui est 
AREAS 
4 OU U, | =D? —-YT+OX—o, 
ME 

en posant 


DU AU UN Q —U'U’ -U:U”. 


Nommons pour un moment y et x les multiples de À, y et y 
ceux de B; on voit d’abord que les coefficients À et @. sont des 
fonctions de seconde espèce aux multiplicateurs pv et u/y/', ayant 
de même pour seul pôle # — 0, qui est un infini double pour Ÿ et 
un infini triple pour @.. L'équation Ÿ — o n’admet ainsi à l’inté- 
rieur du rectangle des périodes que deux racines, u — «a et u — b, 
et, en décomposant en éléments simples les fonctions de première 


! 


x (DS £ 
espece, ET] el rh on aura les expressions suivantes, 
H'(u— a) La H'(u 22161 : Er) | 
H(u—a) H(u — b) MHZ) ’ 
PH(u— a) QH'(u—b) R H'(u) 
"© + —— +, 
H(u—a) Hu 2) H(u) 


6 le 


où P, Q, .… sont des constantes assujetties à la condition 
P+Q+R—=o. 
Les quantités & et b, que nous venons d'introduire, représentent 


donc, à l'égard de l'équation différentielle, des points que 
M. Weierstrass nomme à apparence singulière, u —0 étant seul 
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un point singulier. Ce sont les véritables éléments qu'il convient 





d'employer comme appropriés à la formation de l’équation diflé- 
rentielle, au lieu des constantes #, B, p, g qui entrent dans les | 
fonctions À et B. Je me fonderai, à cet eflet, sur le lemme suivant, 
qui donnera, par un calcul facile, la détermination des coeffi- 
CIEDNIS PUS 

Considérons l’équation différentielle 


Y'=J(u)y +g(u)yr=0;, 
où les fonctions uniformes f(u), 2(u) admettent seulement des 
infinis simples qui soient, d’une part, u — 0 et de l’autre u = 4, 


b, c, .…. Posons d’abord, en développant suivant les puissances 
croissantes de ©, 


d : TS TES 
JTE INSES AS A 


et en second lieu, pour les diverses quantités &, b, ©, ..., 


J(a+e)=-+fat..., g(a+e) =: 


e 
2 C 





Si l’on a, d'autre part, 
REG —= 0; 


puis, pour toutes les quantités a, b, c, ..., 
La = Salja £a), 


l'intégrale de l’équation proposée sera une fonction uniforme ayant 

pour seul point singulier w = 0, et, dans le domaine de ce point, 

les intégrales nommées fondamentales par M. Fuchs seront de la 
I \ , 

forme o, (u) el=+w(u), où w,(u) et &:(u) représentent des 


séries qui procèdent suivant les puissances ascendantes entières et 
positives de la variable. 


XXIX. 


Ce sont ces belles et importantes découvertes de M. Fuchs dans 
la théorie générale des équations différentielles linéaires qui per- 
mettent ainsi d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes 
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pour que l'intégrale complète de l’équation considérée soit une 
fonction uniforme de la variable. Il n’est pas inutile, à l’égard de 
ces conditions, de remarquer qu’elles se conservent, comme on le 


vérifie aisément, dans les transformées auxquelles conduit la substi- 
tution y — ze %, à savoir 


Z'— [24 + f(u)]3'+ [a+ a fu) + g(u)]z = 0. 


J'observe encore qu’on peut supposer doublement périodiques les 
fonctions f(u) et g(u), en convenant que les quantités uw —0, 
D 4 4 b, .., au lieu-de représenter tous leurs pôles, dési- 
gneront seulement ceux de ces pôles qui sont à l’intérieur du rec- 
tangle des périodes. Soit donc, en nous plaçant dans ce cas, 


Ar. 
"ICS RTE 
EE ee 
e] se D” 


“ p 

f(U) =22 + D 
p' @ 
atul= My + 7° 


4 étant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante 
de sorte qu'on ait : 


1 H'(u— a) RUE 0): : H'(u) Q'(a) 9’(b) 
F Cu Lun PET OU OIENT “AH tr) esta o (b) 











et par conséquent, d’après les formules connues, 


sn & sn à 





Ju) = : 


a  —————"—""—— 
snusn(u—a«) snusn(u —b) 


Cela étant, il est clair qu’on peut écrire, avec trois indéterminées, 
À, B, C, 

Asna B sn D 
——@— rm —— —————————— 
snusn(u— «) snusn(u—b) 


g(u) = 
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et nous tirerons sur-le-champ de ces expressions les valeurs sui- 


vantes : 
cna dna en b dnb 
FRE 
sn & sn O 
G—=—A—B, 
: cnadna sn à 
a — a 
à sna oi lsnasn(a--D) 
Sa — A, 
Acnadna B snb 
o1 = ———————————— = ——— — ( 
o a : 
sn a snasn(a—b) 


Or la condition 
8 = &a(fa— £a) 

conduit à 
én b (AP 
_Sn0(A— DB). AI a 
snasn(a—b) 


le second pôle w — b donne semblablement 


sna(B— A) : ae 
snbsn(b—a) mn 


et l’on conclut enfin de l'équation F+G= 0 


cna dna cn à dnb 
© + ——— + A+B—o. 
sn & sn à 


Je remarque immédiatement que cette dernière relation n’est 
point distincte des deux autres et qu’elle en résulte en les retran- 


chant membre à membre et divisant par À — B. En l’employant 
avec la première, nous trouvons, par l’élimination de B, 


sn à sn? a — sn?b 


snasnta— 6)  snasm(a—6) © 


A2—9A 


ou encore 
1 sn e I 
DRE TE en AC 
| ner | sn’(4a—b) 


Remplaçant désormais C par C?, on voit qu'on aura 


Ù 
FAT 


sn b Æ 
ja snasn(a—b) te 


et par conséquent 
en sn & 
 snbsn(b — a) 
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Telles sont donc, exprimées au moyen de la nouvelle indéter- 
minée C, les valeurs très simples des constantes A et B pour 
lesquelles, d’après les principes de M. Fuchs, l'intégrale complète 
de l’équation 





ë sn a ii sn à ; 
14 snusn(u—a) snusn(u—b) Ÿ 
Asna B snb I 
——————— Î#îû ——_———— —C[7=0o 
snusn(u—«) snusn(u—b) sn?(a—b) 


est une fonction uniforme de la variable avec le seul pôle uw = 0. 

Nous sommes assurés de plus, par une proposition générale de 
M. Picard (Comptes rendus du 21 juillet 1859, p. 140, et du 
19 Janvier 1880, p. 128), que cette intégrale s'exprime dès lors par 
deux fonctions périodiques de seconde espèce. Si donc on restitue, 
en faisant la subsutution y — ze%*, une constante arbitraire dont il 
a été disposé pour simplifier les calculs, 1l est certain que la nou- 
velle équation différentielle contiendra, comme cas particuliers, 
toutes celles dont il a été précédemment question. C’est, en effet, 
ce que je ferai bientôt voir; mais je veux auparavant obtenir une 
confirmation de l'important théorème du jeune géomètre en effec- 
tuant directement l'intégration de cette équation et donner ainsi, 
avant d'aborder des,cas plus généraux, un nouvel exemple du pro- 
cédé déjà employé pour l’équation de Lamé dans le cas le plus 
simple de 7 — 1. 


XXX. 


Considérons la fonction doublement périodique de seconde 
espèce la plus générale, admettant pour seul pôle # — 0, à savoir 





He a! Te Q'(w) : 
O) uU—+—w) : SYEAT 


Es O(w) H(u) 


et proposons-nous de déterminer w et À de telle sorte qu’elle soit 
une solution de l'équation proposée. Soit, à cet effet, D(u) le 
résultat de la substitution de f(x) dans son premier membre. Les 
coefficients de l'équation ayant pour périodes 2K et 22 K', on voit 
que cette quantité est une fonction de seconde espèce, ayant les 
mêmes multiplicateurs que / (uw), qui pourra, par conséquent, rem- 
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plir à son égard le rôle d’élément simple. On voit aussi que les 
pôles de b(u) sont u— «a, u— b, u— 0, les deux premiers repré- 
sentant des infinis simples et le troisième un infini triple. Nous 
aurons donc 


P(u)= À f(u—a)+B f(u—b)+€f(u)+C f'(u) + CE f'(uw), 
et la condition D(w) — 0 entraîne ces cinq équations 


N= 0, H="0. 0; E 0, € =5; 


qu'il est aisé de former, comme on va voir. 

Nous avons pour cela à décomposer en éléments simples les 
produits de f'(u) et f'(u) par deux quantités de la même forme 
sn p 
snu sn(ut —p) 
développements de ces produits, d’abord suivant les puissances de 


, c'est-à-dire à chercher les parties principales des 


U, puis, en posant wu—p +e, suivant les puissances de €. Oril 
résulte de l’expression de f(u) qu’on a 

fu) = y(iK'+ u)eu, 
y (u) désignant la fonction considérée au paragraphe V, page 277, 


et par conséquent 


: 4 + 2! ! 
fay= [5-2 (eente — 3 ju+...|e 





[ ; É: [F2 
rene Lo Rene 
u 2 


On trouve ensuite 


snusn(u—p) u sn p SAT 3 





snp [ cnp dnp joe ju + 


el sans nouveau calcul, en remplaçant w par —e, 


sn p I 
sn(pæ+es)sne € sn p 


sn? p à 





ER ef EE  )e + 


Ces développements nous donnent les formules 





snp à P ET on cnp dnp ; 
nus RP NEURSE LE (+ np }fCu) + fu), 
Si D D URPÉE rs VAR CE IN +, 
nusntue EEE P) x \ Æ? sn? ME + 1+ À? +).f(u) 
cnp dnp 3 
RS RRRE mes AN Lila à S LH): 


sn p 
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el l’on en conclut, en faisant successsivement p = à, p — b, les 
expressions cherchées 

A = A /f(a)— f'(a), 

8 —B f(b) — f'(b), 








< : cnadna cn dnb\ ; I 
BU pa | Cr "© 
sn & sn b sn?(a — D) 
I 
— 2 sn?w — _— —— ++ A2, 
sn? «@ sn? 
cnadna en b dnb 
D 
sn & sn b 
d'=0 


Ces résultats obtenus, nous observons d’abord que €’ s’évanouit, 
d’après une des relations trouvées entre À et B; J'ajoute que 
l'équation É—o est une conséquence des deux premières; 
par conséquent, les cinq conditions se réduisent, comme il est 
nécessaire, à deux seulement, qui serviront à déterminer w et À. 
Nous recourrons, pour l’établir, à la transformation suivante de la 
valeur de €. Soit, pour abréger l'écriture, 


(à LUE er —)C or Met, 


sn 0 sn & 
H — (a-c- m2) (8+c+ nn E 
sn Ô sn & 


on a identiquement 


€C—G—H+(A —C)(B + C) — £?sn?w 





I I 
———— — —— — —— +i1+ A? 
sn?(a—b) sn?a  sn?a 
et plus simplement déjà 
l 
€ = G— H — £? sn?w0 — — — +1+ A2. 
sn? «4 sn? 
les valeurs de A et B que je rappelle 
sn à . sn «a 


A = ——— + C, 


sn a sn(a —b) 


"Venbsntb 4) 0 


donnant 
I 
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Nous obtenons ensuite, en faisant usage de ces expressions, 


H= | sn à er | | sn «4 nr 


snasn(a—b) sn snôsn(é—a) sn 4 


I I pires dn a sn 4 re na dna cn b dnb 


| 








EN —i- PE #2 
sn?(a—b) sn(a—b) sn? «a sn? D sn a Sn 
On a d’ailleurs 


I pue M 


sn(a —b) sn?a 7 sn? b 
snacnb dnb+snbcenadna sn b cna dna — sn? a en b a 
A sn? a — sn?b sn? a sn? b ; 
sn?2a + sn? D cha dnacnb dnb $ 
EE — ————————© © —————————— +1 + A2, 
sn? a sn? b sn a sn b 


et la valeur de H qui en résulte, à savoir 





I 1 . 
H 2222 LS RER Li 1 À? 
sn?(a—b) sn?a sn26 2 AR 
donne cette nouvelle réduction 
€ = G— Æ2sn20 + ASE =. 
sn?(a — 0) 


C'est maintenant qu'il est nécessaire d'introduire les condi- 
; NE LIRE CR 
tions À — 0, D — 0, c’est-à-dire À = JO) ENS Or, au 
. f(a) f(b) 


moyen des valeurs de À, de B et de l'expression 





L'CL)ON 6" (TON) NOUS NE 


f(æ)  6(æ+v) H(z) 6(w) ” 





cnæ dnæx 
= — k?snx snw sn(E + ©) — —— +}, 
snæ 
on en ire 
: sn D cna dna 
AC = ————— 7 + k2snasnwsn(a+w), 
snasn(a — b) sn a 
sn a cn b dn b 


À + C— + k? sn b snw sn(b + w). 


snbsn(b—a) sn à 


Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne 


} GP UE ne + k?sn 

À sn Be SU ATEN DE d asnw sn(a4 +w), 
cna dna sn b 

AH CE © = > + 1/%’°sn b snw sn(b +w), 


sn & snasn(b—a) 
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et nous pouvons écrire en conséquence 


g + Æ?snasn 
ru Pen aile D Le sn « 
snbsn(a—b) : »sn(a +) 
sn D : | 
X a + Æ? snb snw sn( à + w)| . 


Je considérerai cette expression comme une fonction double- 
ment périodique de w, ayant pour infinis simples w — :K' — à, 
w — 4K'— b, et pour infini double w — :K'. Elle présente cette 
circonstance que les résidus qui correspondent aux infinis simples 
sont nuls. En effet, des deux facteurs dont elle se compose, le 
premier s’évanouit en faisant w —4K"— D, et le second pour 
© — 1K' — a. Il en résulte que le résidu relatif au troisième 
pôle w = iK' est également nul, de sorte qu'en décomposant en 
éléments simples on obtüent 

9"(w) 


7 + const, = £? sn?w + const. 
0 (w) 


RTS 





Posons, afin de déterminer la constante, © — 0; nous trouve- 


rons finalement 
[ 


sn?(a — b)’ 


et de là résulte, comme 1l importait essentiellement de le démon- 
trer, que l'équation Œ—o est une conséquence des rela- 
tions À —o et 13 0: 

XXXI. 


La détermination des constantes w et À s'effectue au moyen des 


deux équations 


sn 0 cnadna 
AC ————— + —— - tsnasnwsn(a+w), 
snasn(a—b) sn & 
sn & cn-b dn à 
À + C — + Æ2snbsnwsn(b+w), 


snbsn(b — a) PU ne 


que nous avons maintenant à traiter. En les retranchant et après 
une réduction qui s'offre facilement, elles donnent d’abord 


ksnw[snbsn(b+w)—snasn(a+w)] 
snacnadna+snbcnbdnb 


—9C—o 
sn? a — sn? b 3 


er2 
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et nous démontrerons immédiatement, le premier membre étant 
une fonction doublement périodique, qu’on n'aura, dans le 
rectangle des périodes 2K et 2:K/, que deux valeurs pour lin- 
connue. En effet, la fonction, qui au premier abord paraît avoir 
les trois pôles © —1iK'— a, w —1iK'—b, w —1K", ne possède 
en réalité que les deux premiers, le résidu relatif au troisième, 
qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie aisément. 
Ce point établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de 
calcul, une autre forme à l’équation, en employant l'identité 
suivante 


snbsn(b+w)—snasn(a+w) 


— sn(b—a)sn(a+b+w)[i—/A?snasnbsn(a+w)sn(b +w)|], 


à laquelle je m’arrête un moment. Elle est la conséquence immé- 
diate de la relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un 
arücle intitulé : Formulæ novæ in theoria transcendentium 
ellipticarum fundamentales (Journal de Crelle, t. XV, p. 201, 
et Gesammelte Werke, v. I, p. 335), à savoir 
E(u)+E(a)+<E(b)—E(u+a+b) 

= f?sn(u+a)sn(u+b)sn(a+b)[i—Æk?snusnasnbsn(u+a+b)]. 


Qu'on change en effet «en — «4, puis w en & + w, on aura 
E(a+w)—E(a)+E(b) —E(b +w) 


=A?snwsn(b—a)sn(a+b+w)[i—Ætsnasnbsn(a+w)sn(b +w)] 


et 1l suffit de remarquer que le premier membre, étant la diffé- 
rence des quantités 


E(a + w) — E(a) — E(w), E(b + w)— E(b) — E(w), 
peut être remplacé par 


2 


k£?snw[snbsn(b + w)—snasn(a + w)|]. 


On y parvient encore d’une autre manière au moyen de la 
relation précédemment démontrée 


sn « 
KL i— —— + /2 
re + £? sna snw en (a+ w)| 
b 
| + nb sn sn(b+u) — k? sn? w — 
snasn(b—a) sn?(a — b) 
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car on en tire 


snbsn(a+w)—snasn(b +w) 
= snw sn(b —a)[i—A?snasnbsn(a+w)sn(b +w)], 


ce qui donne la formule proposée en changeant « en —«, b en —b 


et w en w + «a + b. 
a + b 


Ce 


Cela posé, soit 0 = w + 





; faisons aussi, pour abré- 


a+ b a—b | 
ei 5; nous trouverons, par cette formule, 








ger, Du 


PA 


snw[snbsn(b+w)—snasn(a +uw)] 
—=—sn28sn(v+a)sn(v —x) 
x [1— kÆ?sn(a + Psn(a— B)sn(v+6)sn(v—8)]. 


Or, on voit que le second membre devient ainsi une fonction 
rationnelle de sn?v; on peut, en outre, supprimer au numérateur 
et au dénominateur le facteur 1 — A?sn*vsn?4, de sorte qu'il se 
réduit à l'expression 

sn28(1— Æ?sn*8)(sn?0 — sn?) 


(1 — k2 sn2a sn?26 ) (1 — 2 sn2v sn?) 
Remarquant encore qu’on a 
sn2£6(1—X?2sn'$) —2sn6 cn6 dn8, 


nous poserons, pour simplifier l’écriture, 


12 


— A2 sn?4sn?6 /snacnadna+snbcnbudinb 
a ed 


snG en£ dns sn?a — sn?b 


et l'équation en sn sera simplement 


sn?ùv — sn? 


|. 
t— k?sn?v sn°6 
On en ture 
à en?a — L k en?24 + dn?$5 L - dn?2+ £2cn268 L 
SD 0 =, C0 = ——, do = ———, 
1— 2 sn?6 L 1 — £2sn°6 L 1— 2 sn? 


et, si l’on fait 
£ = (sn?a — L) (cn?a + dn?B8L)(dn?a + £?cn?5L)(1— k?sn26L), 


ces valeurs donnent 

MARNE ER‘. . 
(1 — £? sn? 6 L)? 
H,. — III. 25 


snv cnv dnv — 
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Nous ferons usage de cette expression pour le calcul de À, qui 
nous reste à déterminer. À cet effet je reprends, pour les ajouter 
membre à membre, les équations 


sn D cna dna 
À—C—= 2 + 7 + Ætsnasnwsn(a +w), 
snasn(a—b) sn 4 
sn a cu b dn b 
À + C = —— —+ Ktsnbsnwsn(b +w), 


snésn(b—a) | sn b 


et jobtiens, comme on le voit facilement, 
2À = A[snasn ;sn(a+w)+snbsnwsn(b +w)|], 


ou bien encore 


« 


2h =? sn(a+fB)sn(o”—z)sn(v +8) 
+ sn(x—b)sn(o—x)sn(v —86)]. 


Maintenant, un calcul sans difficulté donne en premier lieu 
l'expression 


Æ? sn cn x dnx(sn?20 — sn?8) 


ss 
_ 


(1— k2 sn?v sn?) (1— £? sn?x sn?) 
Æ?snv cno dno(sn?5 — sn?x) 


D 
(1 — k? sn?v sn?) (1 — 4? sn?v sn?B)? 


on en conclut ensuite la valeur cherchée, à savoir 


k?snacnadnaf[sn?a — sn?26 — (1— Æ?sn*B)L] 
(1— #2 sn?a sn?$) [1 — £?snta + k2(sn2a — sn?2f)L] 


k2(sn28 — sn°?a) /£ 


Î 
(1 — k®sn?a sn?26) [1 — k? sntu + £2(sn°a — sn28)L] 


À — 


Cette expression devient illusoire lorsqu'on suppose d’abord 
1 — k2sn?asn?$ — o, c’est-à-dire 
rte —=.1K!, 
ou bien 
| a—f$ —Db—=ik, 
puis en faisant 


1— K?snta + Æ?(sn?a — sn?6)L = o. 


La première condition, ayant pour effet de rendre infinis les 


coefficients de l'équation différentielle, doit être écartée; mais la 
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seconde appelle l'attention, et je m'y arrêterai un moment, afin 
d'obtenir la nouvelle forme analytique que prend l'intégrale dans 
ce cas singulier, 


XXXIL. 


Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en 
posant 


: sn?a — L I 
SUR ERRE——EE 
1— 2 sn°6L k? sn?a 


c'est-à-dire v — + + :K/, et donne par conséquent w — iK'. Cela 
étant, je fais dans la solution de l'intégrale, qui est représentée 


par la formule 





e(u+w) P-ge]" 

ds ._. @(w) ET ATET 

Hu) \ Wù = 1K'+e, 

e étant infiniment petit, et je développe suivant les puissances 
. . ? a’ 1] . ,’ ,’ 

croissantes de : la différence À — TL Or, l’expression précé- 


demment employée 
2h = kÆ?[snasnwsn(a+w) + snb snw sn(b +w)] 


donne facilement 


I cnadna cn bo dn b 
€ 2sn«a 2 sn b 








O0'(w) s H'(e) 5 US: iT “ 

ONE RS K -: €. :2 KI 
et l’on conclut, pour & = 0, la limite finie 

à 8'(w) _ Tr enadna  cnbdnb 

O(w) 2K 2 sn «a 2 snb 
ÎT er 
7 _. — Lx (2u+éiK) e : 

Remplaçant donc G(u+:K') par :H(w)e , On voit qu'au 


lieu de la fonction doublement périodique de seconde espèce 





cenadna cnbdnb 
2Sn 4 2sn b ) 


nous obtenons exponentielle e ( qui devient 


ainsi une des solutions de l'équation différentielle. Nous par- 
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venons à l’autre solution en employant, au lieu de LL —4x—+:K! 
Ï 34 ? ? 


la valeur égale et de signe contraire u—= —4—4#K', d’où l’on 
ure &— — 20 —1K'—— 4—b—1K', et par conséquent 
A sn? a + sn°?b DC EL (a+b) ir 
>sn(a +b)snasnb? 8(w)  H(a+b) 2K 


Des réductions qui s'offrent d'elles-mêmes en employant la 
formule 


H'{a+b)  HF(a) H'(b) sn à cnb dnb 


H(a+b) H(a)®"H 16) D snasn(a +0) sn à 
donnent ensuite 


ue 9'(w) __ H'(a) H'(b) cenadna  cnbdnb Lu) 


+ — + ——: 
O(w)  H(a) Hé) 2sn a 2 sn 2 K 
La seconde intégrale devient donc 
H'(a) H'(0) cnadna cenbdnb 


HU RSR Eve TETE L 
H(u) 





et l’on voit pe pour le cas singulier considéré, la solution géné- 
rale est représentée par la relation suivante, 


H'(a) ; H'() 
H(u—a—b) | 
= CES CE PRE Ha) EF 
Si H(u) 











‘cena dna en b dnb 
( ? sn & 2 sn b 


PE 


XXXIII. 


Un dernier point me reste maintenant à traiter; jai encore à 
montrer comment les équations différentielles obtenues aux para- 
graphes XVII et X VIII se tirent comme cas particulier de l’équa- 
Uon que nous venons de considérer, ou plutôt de celle qui en 
résulte si l’on change uw en w + iK', à savoir 


J'-—[kÆ?snusnasn(u—a)+k?snusnbsn(u—b)]7y" 


2 c de | 1 À pi — 
+[A kÆ? snusnasn(u—a)+ BÆ?snusnbsn(u—b)-+ CTP C E — 0: 


Je me fonde, à cet effet , sur ce que les deux déterminations de 





+5 a+ 0 : : ; 
la quantité 0 = w + peuvent être supposées égales et de 


signes contraires, de sorte que, en désignant par w et w’ les valeurs 
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correspondantes de w, on a la condition &w + w'= — a — b, 
Qu'on se reporte maintenant aux expressions données au para- 


graphe XXV (p. 337) : 


tu u 
X C O,(u Fr & ) PARTS: Da log 01-503 C' re U— a) > D, log 04,03, 
Â\M= ————e PT rss 


e + pi 
Oo(u) ou) | 
CO(u+a) —3Dalog0,0 C8, s(u— a)  Dalog 0, 0 
Xo— —. * —_——— €? : 
O,(u) O(u) 
Cô.(u+a) — = DalogO; 04e C6, s(u— a) 2 Dalog 0: 044 
Xs— — . + ———— € ! 
Oo(u) (uw) 


On voit aisément que les quantités qui jouent le rôle des con- 
stantes w et w’ ont pour somme, successivement, K + :K', :K', K. 
C’est, en effet, la conséquence des relations déjà remarquées 
— _ (u+iK 


L 


O(u+iK')—=0 0 ç(u)e *K 
Ou + K) = 003 .(u), 


1 


? 


ETC 
| : ae "0 LE Cu+éK) 
6(u+ K+—:K')=5"0,;,.(u)e ; 


D’après cela, je ferai successivement a + b— K + :K', :K',K; 


2 
, À 
je poserai en outre, en changeant d'inconnue dans ces divers cas, 


— = D,logena — = D,logsna — _ D, log dn a 
JA = CUT , 3€ Fe , 41e c . 
Or, en considérant, pour abréger, seulement le premier de ces cas, 
voici le calcul et le résultat auquel il conduit. La condition sup- 
posée b = K + :K'— «& donne d’abord 


ana dn(u+a) dn2a 
sn b — à , à) sn(a — b) —— 





kcn2a’ 
et nous obtenons, pour la transformée en 3, l'équation suivante : 


: » snudnadn(u+ a) snadna], 
3 |Ætsnusnasn(u — à) — ——— °°" — 5 
à cnacn(u+a) cn «& 


se Le snusna sn(u — a) — Q 


snu dna dn(u + a) B 
ETES T ES NE er ne Fe), À Ÿ 
cna cn(u+a) j 


où J'ai fait, pour abréger, 


sn a dn a snadna sn?a dn?a k?cn22a 
P=A- 7, Q0=B— ——— [ER et LAN ER En Re ET à | 9 


d ? cn? In? 
2Ccna 2 Cn& {4 cn?a dn?2 a 
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Soit maintenant 


P—cn(u+a)(i1— A? sn?usn?a) = cnacnu—snadnasnudnu; 


on trouvera d’abord que le coefficient de z' est simplement 


Représentons ensuite par ÿ le coefficient de 3 ; au moyen de la 


formule élémentaire, 


snucnudna—dnusnacna 
QU — QG) COURS 2 ; 


nous obtuendrons 
@ — PÆ?snusna(snucnudna— dnusnacna) 
snu dn a 


— Q ——— (dnudna— Æ?snucnusnacna) 
ep É 


e + R (énu cena —snu dnusnadna), 
ou bien, en réunissant les termes semblables, 


Q@—(P+Q)Æ?snadnasn?ucnu 


2 
— (PA sn? acna + Q® £ 





£+Rsnadna) snudnu—+—Recnacnu. 


k : * snadna 
Soit maintenant C—è LE nouvelle forme de la 


constante donnera, après quelques réductions, 


O —— £'cnasn?ucnu 
+ [sn dnaë?+ cna(1—2#k?sn?a)ù 


Æ2 cn?2 a 
+ 2 sn3a dn a — M PET à sna dna|snudnu 
n?2 4 


nu L. Æ2 cn?2 a 
—|cnad—Ss0G Rad cha lcnz. 
dn?° a 


Or, en faisant successivement & = 0, puis «a = K, on ture de là 
les équations 


cnuz"— D, cnuz'—[#?sn?u cenu— snu dnuû +(Ô2— #2)cnu]z = 0, 


snu dnuz"— D, snudnuz'—[cnud+snu dnuû?]z —0; 


ce sont précisément les relations en X, et Y, des paragraphes 
XXV et XX VI, en supposant dans la RARE à 0 — 0, et dans la 


seconde à — — ù' 
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XXXIV. | 


Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce avec 
un pôle simple, qu'on pourrait nommer wnipolaires, donnent, 
comme nous l’avons vu, la solution découverte par Jacobi du pro- 
blème de la rotation d’un corps autour d’un point fixe, lorsqu'il 
n'ya pas de forces accélératrices. Ces mêmes quantités s'offrent 
encore dans une autre question mécanique importante, la recherche 
de la figure d'équilibre d’un ressort soumis à des forces quel- 
conques, que Je vais traiter succinctement. On sait que Binet a 
réussi le premier à ramener aux quadratures l’expression des 
coordonnées de l’élastique, dans le cas le plus général où la courbe 
est à double courbure (Comptes rendus, t. XVII, p. 1115, et 
t. XIX, p. 1). Son analyse et ses résultats ont été immédiatement 
beaucoup simplifiés par Wantzel (!), et j'adopterai la marche de 
l’'éminent géomètre en me proposant de conduire la question à son 
terme et d'obtenir explicitement les coordonnées de la courbe en 
fonction de l’arc. Mais d’abord je crois devoir considérer le cas 
particulier où l'élastique est supposée plane et où l’on a, en dé- 
signant l’arc par s (Mécanique de Poisson, t. 1, p. 608), 





2c? dx (oax — x?) dx 
DÉS =] — |; d SE 
Vict—(2ax—x?} Vaci—(2ax--x?} 
Soit alors 
a I a? 
x=a—yoc+ay1— X?, KR rs 


on obtient facilement 


pe c dX 


MX x) 


2 


$S — 





7 $ r: 
de sorte qu'on peut prendre X —sn ( ) » $, étant une cons- 


5 





tante arbitraire. Mais il est préférable de faire X — sn HE En +K) ; 


ET e 


(1) WANTzEL, enlevé à la Science par une mort prématurée à l’âge de 37 ans, 
en 1840, a laissé d'excellents travaux, parmi lesquels un Mémoire extrêmément 
remarquable, sur les nombres incommensurables, publié dans le Journal de 
l’École Polytechnique, t. XV, p. 151, et une Note sur l'intégration des équations 
de la courbe élastique à double courbure (Comptes rendus, t. XVIII, p. 1197). 
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nous parviendrons ainsi à des expressions mieux appropriées au 
cas important qui a été considéré par Poisson, où c est supposé 
une ligne dont la longueur est très grande par rapport à &, set x. 


En premier lieu, les formules 














La valeur de l’ordonnée, à savoir 


f|- (2c?+ a?) ent (22 + K)| ds, 


s'obtient ensuite immédiatement en employant la relation 


BCP — l (2ax — x?) ds — 


e/ 


f kcn2(3+K) dz = k?z + D,log AI(3}). 
0 


Or ces formules conduisent comme 1l suit aux développements 
de x et y suivant les puissances décroissantes de c. J’emploie à cet 
effet la série 

sn Z KT 1— 16424"? 
His 


z Dh. her te 
dns 6 120 à 





] 


et Je remarque qu'en désignant par F,(Æ) le coefficient de 3?2##1, 
qui est un polynome de degré n en #?, on a la relation suivante : 


FAN (4): 


Nous en concluons facilement pour 7 pair l'expression 


Fr(f) = 20+21 (RO ER CRE) +, Eu AURAS 


3 


= 


et pour 7 impair 





FAUNE CE RESTE nn | 


7. 


Cela étant, les formules 


I a* F a? 
Se a et k2— 2 — 
4 10 c* 2c? 


JR — 
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I 


montrent que le terme général F,(#)3?2*1, qui est de l’ordre A 


EN rit) 





lorsqu'on remplace 3 par » devient, si l’on suppose x impair, 


I ’ je 4 2 I 
de l’ordre ——. Nous pourrons donc écrire, en négligeant — dans 
c?+3 D O ci 


la parenthèse, 





/ 4 2 3 + 5 
48 Vaera a?(s — Sy) (S — so) 
De EE [5 + FEAT CRIE 
, 40 C 
< A HS a* a* 
Remplacons enfin le ne a par 1— — , et prenons $, —4; 
; 2c? 8c*+ L 


il viendra, avec le même ordre d’approximation, 


Cl 





T=S — [3(s—a)*—1oa(s— a)}?+i5sat]. 


120 C* 


Le développement de c?y résulte ensuite de l’équation 
PP A q 








; 2 k'2 L2L2(k2— 42 
f k2 cn?(3+ K) ds = —— 33 + DU CASTRES 
ù 9 
K2k2(2—15k2k2) | 
D A ER 
sea 
S— «a . = . , 
mettant au lieu de 3 et déterminant la constante amenée par 


l'intégration de manière qu’on ait y — 0 pour s — à, on en tire, 
par un calcul facile, 


Sè + 2 a (s — a }? 
a ———— 


2C2y = as? — [3(s— a)t—14a(s—a)+ 35 at]: 


3 _ 42oct 


Le second membre, dans cette expression de l’ordonnée, est exact 
x L, k LA 
aux termes près de l’ordre —; comme la valeur trouvée pour 
C 


l’abscisse. 
0,08" 


Les équations différentielles de l'élastique, dans le cas le plus 
général où la courbe est à double courbure, se ramènent par un 
choix convenable de coordonnées, comme l’a remarqué Wantzel, 
à la forme suivante, 


! 


“7 ptet FLAN 
ÿ'3"— y" z'=ax +8 y, 


RD g'x'— a y'— Bæ, 


Il 


G'y'—2'y = L a Le Ÿ: 
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où x',y', 3, x", y”, z" désignent les dérivées par rapport à l'arc s 
dex, y, zet«, $,7 des constantes dont les deux premières sont 
essentiellement positives. 

Cela étant, j'observai en premier lieu que, si on les ajoute après 
les avoir multipliées respectivement, d’abord par x’, y', z!', puis 


par z”, y’, z”, on obtient 


a( æ2 + y? + 32 )+$(x'y —xy )+yz =0, 


aie 


a(z'æ"+ y y" + 3 Z je B(æ"y —xy") + y3"—= + 
Or la première de ces relations donne, par la différentiation, 
2a(æ'ax"+ y'y" +3 z")+ (x y —xy")+yz" = 0; 


nous avons donc 
g'a"+y'y"+ 3 2" = 0, 
d’où 


æ'+ y'2+ 3'2= const., 


et l’on voit que, en prenant la constante égale à l’unité, on satisfera 
à la condition que l’arc s soit, comme on l’a admis, la variable in- 
dépendante. 

Cela posé, et après avoir écrit les équations précédentes de cette 
manière, 


P(ay —zy)=ys+a, (ay —æy)=7Y28 
j'en déduis 
BCay — 2'y)2"— (æy"— 2"y)3"] = az"; 
mais le premier membre, étant écrit ainsi, 


BGy'3—y'3)x + (za — 3x") y], 


se réduit à 
PL(az"+ Py)x +(ay— Êx)y] = af(xz" + y"), 
de sorte que nous avons 
B(æx' + yy) = 2", 


puis par l'intégration, en désignant par à une constante arbi- 
traire, 
P(a?+y?)= 2(3— 0). 
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Soit maintenant 3 — € ; nous remplacerons le système des équa- 
tions à intégrer par celles-ci, 


B(22+ y?) =2(t — 56), 
B(æz + y) =À, 
g+ y?=1— 0, 


Bay —2'y)=% +2. 
Or l'identité 


D D = (oo y P } + (x — 27) 
donne en premier lieu 
DD 00) (VC + a), 
et l’on trouve ensuite facilement 
D LV CHI CYE a) k 
œHiy 2(6—À) 
ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction 


de l'arc s’en déduisent comme il suit. 
Soient &, b, c les racines de l’équation 


2B(C—0)(1—E)—(Y+a}=o, 
de sorte qu’on ait 
4) 0)(C—c): 


Désignons aussi par {, une des valeurs de 6, qu’on doit, d’après la 
condition x? + y'? + 2? —1, supposer comprise entre +1et—1. 
Le facteur $ étant positif, comme nous l’avons dit, le polynome 
28(6—a)(6—b)({ — c) sera négatif en faisant C— €. Mais il 
prend pour 6 — +1 et (——1 les valeurs positives (y + a)? 
et (y—«)?; par conséquent, les racines &, b, c sont réelles, et, si 
on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, & sera 
compris entre — 1 et Re b entre aps GEL Me ROC TIIT OH EE LERcoe 
Remarquons aussi que, ayant pour 3 = un résultat positif, 1l est 
nécessaire que cette constante à soit supérieure à & ou comprise 
entre b et c. Mais la relation x? + y? — 2(0— 0) montre que la 
seconde hypothèse est seule possible, car dans la première x? + y? 
serait négatif. Cela posé, puisque € a pour limites & et b, nous 
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ferons 
C—a—(a— b)U?; 


soient encore 
a— b ; b—c 
k?— ; 


k2 — | ci 
LC REX E 








on aura 


(E— a)(E—b)(E—c)=—(a—b)}(a—e)U?(1—U?)(1—AU?), 
et de l’équation 
Ci=—6(t—a)(E—b)(&—b) 
nous conclurons 


U"2 — DE EU) CE 


: EC : vas 
Faisons donc D CO puis, en désignant par s, une 
2 
constante, 4 — n(S—59), on aura 


[LS 10 C—a—(a—b)sn?u, 


et par conséquent 


ns s)= f edu=[a-(a—c)g|e+(e— 05 


Z, étant la valeur arbitraire de 3 pour uw — o. 

Considérons, pour obtenir la valeur de x+iy, l'expression 
C'+i(yC—+ a) 
cn 
une fonction doublement périodique de la variable w, ayant pour 
pôles d’une part w — :K' et de l’autre les racines de l’équation 
6 —Ô—o. Mais des deux solutions u— +w qu’on en tire une 





) qui en représente la dérivée logarithmique. C’est 


seule est en effet un pôle, comme le montre la relation 
CHAT HMENRCC — 8) (CA 


d’où l’on déduit 
Ce Ua On |, 


en faisant € — 0. Il en résulte que, si nous prenons pour uw = w 
la valeur = + i(yù + x), on aura 


C——1{(yÈ+ a) pour U = — W, 
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la dérivée changeant de signe avec la variable. En même temps on 
voit que le résidu de la fonction qui correspond au pôle & =w 
est + n ; le résidu relatif à l’autre pôle « — :K' est donc — », et, 
par la décomposition en éléments simples, nous obtenons 


EE La fa— 500 ra |: 


2(E— à) 812)  H(u—uw) 


La constante À se détermine en supposant # — o où {— a, ce qui 
donne immédiatement 


ve HA Fe H'(w) 
a — Ô I (w) 





2 


et l'expression cherchée se conclut de la relation 


Q'(u) H'(u—vw) 


Dslog(æ+iy)=nDilog(r+iy)=n Ê 7,6 (ON HE oi 


au moyen d'une fonction doublement périodique de seconde 
espèce 
8(0) H (uw — u}) ext 


THIY =(To+1Yÿo) O(u) H(w) 


Dans cette formule, +, et y, désignent les valeurs que prennent 
x et y pour w — 0 ; elles sont liées par l’équation 


B(xi + yo) = 2(a — à) 


et ne contiennent, par conséquent, qu'une seule indéterminée. En 
y joignant les constantes 35, $ÿ et à, on a donc quatre quantités 
arbitraires dans l'expression générale descoordonnéesde l'élastique. 
A l'égard de à, nous avons vu que sa valeur doit rester comprise 


entre betc; de là résulte que sn?w, déterminé par la formule 
A r0 
2 
a — b 
w = K + iv, u étant réel, et poser 





1 I | : à 
a pour limites 1 et —: On peut écrire par suite 


sn? — 
k2 


1 2 2 \ O(0o)H,;(io—u)elu 
T+IY =(To+1Yo) = AN TN 


Changeons & en — i, ce qui change À en — À; on aura 


E(0o)H,(t0+u)e-hu 


00) oc 
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et ces relations, jointes à celle qui a été précédemment obtenue, à 


savoir 
J Q'(u) 
n(3 — Z)) = le (a—e)g | AE LUCE nn. 





donnent la solution complète de la question proposée. 
XXX VI. 


Les expressions des rayons de courbure et de torsion, R et 7, se 
calculent facilement, sans qu'il soit besoin d'employer les valeurs 
des coordonnées, et comme conséquence immédiate des équations 
différentielles 

Ve ATEN 
g'x"— 3"x'—ay —$x, 


æ' y" — DV — 7 Dr Y: 


On trouve, en effet, après les réductions qui s'offrent d’elles- 


mêmes, 
= +fy+(ay—Bæ)+ (as + y} 
— 28(€—0)+y2— 02 
— 28$[a—0—(a—b)sn?u] + y2— +, 
puis 
| + VRETE 
Ne PIERRE RG ON 
ZM" 


et, par conséquent, 


RE aB(£—0)—fB(ad + y) +a(y— à?) 

FA 25(C—0)+ V2 — à? 
Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement à 
envisager le cas particulier où elle devient imdépendante de € 


4} DER \ : \ 
et a la valeur constante 7 — =. La condition à remplir à cet effet 
04 


étant 
2B(ad+y)—a(y?— 4?) — 0, 


Je remarque que, en remplaçant l’indéterminée Ç par — 1, dans 


26(6— 0) — 0) (TE RENE LC — a) (CO ONE 
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le résultat peut s’écrire ainsi 
(y2— 2) [2B(ad + Y)—a(y?— a2)] = 2R(y+ar) (y +ba)(y+ ca), 


v 


par où l'on voit que l’une des racines &, b, c est alors égale à — + 


Mais notre condition donne 
ainsi l’on doit poser 


et voici la conséquence remarquable qui résulte de là. Nous avons 
trouvé tout à l’heure 
I : n 
Pr — 26[a—0—(a—b)sn?u] +y2— %?, 
ou plutôt 


male 


= 26e ET) apte —5)sntu; 


ln 


or cette expression montre que le premier cas, où l’on suppose 


x? 
Ô + 





72 
28 


doit être rejeté, comme conduisant à une valeur négative pour R?. 


RE 


Mais les deux autres peuvent avoir lieu et donnent succes- 
Lib 





sivement, en employant la valeur du module 4? — ) 


= = 2$6(a—b) cn?u, 
— =26(a— c) dn?u. 


Le rayon de courbure devient donc, comme les coordonnées 
elles-mêmes, une fonction uniforme de l'arc, en même temps que 
le rayon de torsion prend une valeur constante. Ces circonstances 
remarquables me semblent appeler l'attention sur la courbe qui 
les présente; mais ce serait trop m'étendre d'essayer d’en suivre les 
conséquences, et je reviens à mon objet principal, en donnant une 
dernière remarque sur la formation des équations linéaires d’ordre 
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quelconque dont les intégrales sont des fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce, unipolaires (1). 


XXX VII. 


Soit, comme au paragraphe XXX (p. 347), 


M 
PT 1) RASE et ss e Curie 
H(u)O(w) 
désignons par /;(u) ce que devient cette fonction quand on y rem- 
place les quantités w, À par w;, À;; nommons enfin pu; et; ses 
multiplicateurs. Si l’on pose 


1e Ci fitu) + Co fatu) +... + Cn fn(u), 


l'équation différentielle linéaire d'ordre #, admettant cette expres- 
sion analytique pour intégrale, se présente sous la forme suivante : 


Y fa CUP 70e) 
7" Sa(U NN) 7. Ja td) 


s'ée ee ee ts ee. elle c'e else rte 


D'après cela, J'observe que, le déterminant étant mis sous Ja 


forme 
Po(u)yr+biu)yrli+.. .+b,(u)y, 


les coefficients D;(«) sont des fonctions de seconde espèce, aux 
multiplicateurs tu bo... y, 1,1, ...u,, ayant le pôle # — o, avec 
l'ordre de multiplicité ñ + 1, saufle premier P,(u), où l’ordre de 
multiplicité est 2. C’est ce qu’on voit immédiatement en retran- 
chant la seconde colonne du déterminant de celles qui suivent, 
attendu que les différences fo(u) —fi(u), fa(u) — fitu), +, 
ainsi que leurs dérivées, ne sont plus infinies pour uw = 0. Nous 
pouvons donc poser, comme Je l'ai fait voir ailleurs (Sur l’inté- 


(1) On doit à M. de Saint-Venant un travail important sur les flexions consi- 
dérables des verges élastiques, que l’éminent géomètre a publié dans le Journal 
de Mathématiques de M. Liouville (t. IX, 1844), et auquel je dois renvoyer; 
je citerai aussi, sur la même question, un Mémoire récemment publié par 
M. Adolphe Steen, sous le titre : De elastike Kurve, og dens anvendelse i 
büjningstheorien, Copenhague, 1879. 
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gration de l’équation différentielle de Lamé, dans le Journal 


de M. Borchardt, t. LXXXIX, p.10), 


GoH(u— a; )H(u— a)... H(u— a,)e8o 


DU H#(u) 


les quantités G5, go, &; étant des constantes, puis d’une manière 
semblable pour les coefficients suivants, 
HOT Hu a Hu ais.:. H(u—an,,)erit 

H2+1 ( "72 ) 
Il en résulte qu'en décomposant en éléments simples les quo- 
P;(u) 
Po(u) 
première espèce, on aura 


tients 





) qui sont des fonctions doublement périodiques de 





P;(u) NS nd A, H'(u— «:) 7 A, H'(u — a) » 
P(u) H(u— a;) H (uw — &2) 
AA Hu a,)  AoH'(u) 
D H(u) 


avec la condition 
À 0 = — (Ai + A9 +. 0m Ah). 
C’est donc la généralisation du résultat trouvé au para- 


graphe XXVIIL (p. 343) pour les équations du second ordre, 


et il est clair qu’on peut encore écrire 





P;(u) A,sn&@: 
= CONSE, + —— 
P,(a) snusn(u— &]) 
A Sn @) ASS 
© Ù —— ee ——————— 
snusn(u — 3) sh uSn(u — An) 
La détermination des constantes À,, A», ..., qui entrent dans 


ces expressions des coefficients de l'équation linéaire, par la con- 
dition que les solutions soient des fonctions: uniformes, est une 
question difficile et importante, que je n'ai pas abordée au delà du 
cas le plus simple de 7 — 2; je me borne à donner la forme ana- 
lytique générale de ces coefficients et à observer que, chacune des 
fonctions f;(u) contenant deux arbitraires, l'équation différentielle 
en renferme en tout 2n. Les remarques que J'ai à présenter ont 
un autre objet, comme on va le voir. Je me suis attaché à cette 
circonstance que présente l'équation de Lamé,y"=—(24?sn?u + h)y, 
TS AUR 24 


370 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 
de ne contenir aucun point à apparence singulière ; elle m'a paru 
donner l'indication d’un type spécial, à distinguer et à caractériser, 
de manière qu’on ait ses analogues, si je puis dire, pour un ordre 
quelconque. Introduisons donc la condition D,(u)— const. pour 
amener la disparition des points à apparence singulière u = &1, 


A2, ..., An, et posons, à cet effet, les » + 1 conditions 
&j — 0, A9 = O, .….., An —= 0, £0o—= ©. 


J’observerai, en premier lieu, que, dans ce type particulier 
d'équations, le nombre des arbitraires se trouve réduit à 22—(n +1), 
c'est-à-dire à » — 1. Je remarque ensuite que, les fonctions D;(u) 
ayant toutes les mêmes multuiplicateurs, ces muluiplicateurs seront 
nécessairement l'unité, puisque l’une d’elles, D,(4), est une cons- 
tante. C’est dire qu'elles deviennent des fonctions doublement 
périodiques de première espèce, ayant pour pôle unique uw = 0, 
avec l’ordre de multiplicité maximum n +1. Nous avons, par 


conséquent, l'expression 








I I 
D, —— +...+ AD! 
7 U 


P;(u)= a+ b— + ce = 
sn? sn sn?u 


que la considération suivante va nous permettre encore de sim- 
phiher. 

Et, d’abord, il résulte des expressions de P,(u) et D,(x), sous 
forme de déterminants, qu’on a, en général, 


Pi(u)=— D, P(u). 


La condition D,(u4) — const. donne donc 


Pi(u) AO) 


et l’on voit que l'équation d'ordre n, analogue à celle de Lamé, a 


Ja forme 
V'+HB(u)Yri+.. .+ PA(u)y = 0. 


Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant l’un des 
beaux théorèmes donnés par M. Fuchs, à savoir que le point sin- 
gulier effectif w — o doit être, dans le coefficient D;(u), un pôle 
dont l’ordre de multiplicité ne dépasse pas , pour que l’intégrale 
de l’équation différentielle soit une fonction uniforme de la 
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variable. On a, en conséquence, les expressions suivantes des 
coefficients, en remplacant # par u + iK’, afin de nous rapprocher 
autant que possible de l'équation de Lamé, 


P,(u) = do + à Sn? u, 
Pa(u) = Bo+ Bi sn?u + PB, D, sn°?u, 
P,(u) = Yo + V1 sn?u + ÿe Dr sn?u + y: D? sn? u, 


PTE nes se) aloele tien on vins de Ne) ea. /e au: 0 a ©: v de ea eee sale + 


La question de déterminer les constantes 45, 4,, ..., de manière 
à réaliser complètement la condition que l'intégrale soit une 
fonction uniforme, offre, comme on le voit, beaucoup d'intérêt, 
Elle a fait le sujet des recherches d’un jeune géomètre du talentle 
plus distingué, M. Mittag-Leffler, professeur à l'Université d’'Hel- 
singfors, et je vais exposer les résultats auxquels ilest parvenu. 


XXX VIII. 


Considérons en premier lieu les équations du troisième ordre, 
que nous savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elles 
présentent deux types distincts, et l’un d'eux, découvert anté- 
rieurement par M. Picard, a offert le premier et mémorable 
exemple de l'intégration au moyen des fonctions elliptiques d’une 
équation différentielle d'ordre supérieur au second (t). C'est 
l'équation 

J"+ (a —6%2sn?u)y'+ By = 0, 
a là quelle on satisfait de la manière suivante. 
Soit 


() (@ 


11 H(u+w) [*- ® w) 
DETTE : 





et posons, comme au paragraphe V, 


1 + Æ2 
ve OP 
Q, = À? snw cnw dnw. 





(1) Sur une classe d'équations différentielles (Comptes rendus, t. XC, 
p. 128). 
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de sorte qu'on ait, pour u — iK'+e, 


: I I I I 
y = Gene Foe— Soie ae —...), 
C désignant un facteur constant. Les quantités w et À se déter- 


minent au moyen des relations 


3(Â2—Q)+a—2(1+ 4?) = 0, 
28— 6AQ — 4Q— 6 — 0, 


et il a été démontré par M. Picard qu'elles admettent trois sys- 
tèmes de solutions, d’où se tirent trois intégrales particulières et 
par conséquent l'intégrale complète de l'équation considérée. 

Le second type qu'il faut joindre au précédent pour avoir, dans 
le troisième ordre, toutes les équations analogues à celle de Lamé 


est 
J"+(a—3k?sn?u)y'+(B+yA?sn?u—3k?snucnudnu)y = 0, 


avec la condition 
3(a—1—k?)+yÿ= 0. 


Il présente cette circonstance bien remarquable que, dans les 
trois intégrales particulières, la constante À a là même valeur, à 


savoir : À — L. Cela étant, w s'obtient par la relation 


A. 


2À3— X(3Q—1— A2) —Q— 86 —o. 


En passant maintenant au quatrième ordre, on obtient quatre 
équations À, B, GC, D avec trois constantes arbitraires, et pour 
chacune d'elles les constantes w et À se déterminent ainsi que Je 
vais l'indiquer. 

A. 


VY+(a—i2k?snu)y" +8 y + (y +Èk?sn?u)y = 0, 


avec la condition 
24 — 8(1+ A?) +0 — 0. 


Les relations entre w et À sont 


448— À(12Q +0) —8Q+6B—o, 


90 À — (540Q + 150 )}2— 720Q À — 2500: +150 
— 30y —1oû(1 + A?) +481 — A+ Kt) = 0. 
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B. 


JR (a — 84? sn?u) y'+ (8 +yA?sn?u — 8k?snucnudnu)y 
+(ô+ek?sn?u— yk?snucnudnu)y = 0, 


sous les conditions 


A =? + 8y(a—2—24?) +168 — 0. 


On a ensuite 


48(X2—Q) +r2ky +afa +3 —6{(1+42)= 0, 


120 À — 720 À2Q — 960ÀQ, — 360 Q — 6o(A—31Q —20Q;)y 
—15(X2— Q)ÿ2— 1200 — r10(1 + A2)ÿ2+ 64(1 — A2+ Kt) = 0. 


C. 
YY+(a—6k?sn?u)}7"+(3—12k?snucnudnu)y'+(y+0k?sn?u)y = 0, 


avec la relation 
12 — d2— 20[x — 4(1+ A2)] = 0. 


Les équations en w et À sont 


G(A2—Q)+ox +0 — 4(1+ A?) = 0, 
DO 5) —40, 8 —0: 


D, 


YS+(a—4k2snu)y"+(8 + yk?sn?u — 8k?snucnu dnu)}y" 
+ (0 +ek?sn?u — 8ktsntu + ykÆ2snucnudnu)y = 0. 


On a entre les constantes les deux conditions 
8a—32(1+4°)+4e+y?=0, 


HO E— (1 -+ 22) os 


Ce dernier cas présente un second exemple de la circonstance 
remarquable qui s’est offerte dans l’une des équations du troisième 
ordre, la quantité À ayant dans toutes les intégrales particulières 


la même valeur, à savoir À — — {. L’équation en w est ensuite 
4 


goht— 15(À2— Q)[3e—8(1 + 42)] — 360À20 — 36010; 
— 90 Q3 — god — 3oc(1 + À?) +16(11+ 4k2+1rAt) = o. 
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©Q9 
4 
= 


XXXIX. 


Les recherches dont je viens d’énoncer succinctement les pre- 
miers résultats ont été étendues par M. Mittag-Leffler aux équa- 
tions linéaires d’ordre quelconque, dans un travail qui paraîtra 
prochainement. (Annali di Mathematica, W, t. XI, 1882, p.65.) 
Il sera ainsi établi que la théorie des fonctions elliptiques conduit 
aux premiers types généraux, après celui des équations à coeffi- 
cients constants, dont la solution est connue sous forme explicite. 
L’'équation de Lamé 


Diy =[n(n+i)ksnz+h]y, 


ayant été l’origine et le point de départ de ces recherches, doit 
d'autant plus appeler notre attention, et j'y reviens pour aborder 
un second cas, celui de 7 — 2, en me proposant d’en faire l’appli- 
cation à la théorie du pendule. Je traiterai ce cas par une méthode 
spéciale que j’expose avant d'arriver au cas général où le nombre r 
est quelconque, afin de réunir divers points de vue sous lesquels 
peut être traitée la même question. Reprenons à cet effet l'équation 
considérée au paragraphe XXX (p. 343) et dont nous avons ob- 
tenu la solution complète, à savoir 


, sn & sn b 
Diy—|— sn(u—a«) el 
Asna B sn D I c2 vs 
snusn(u—a) snusn(u—0) sn(a—0) … TTL 


Soit u—x—+1K’, et changeons aussi a et b en a+ iK'! et 
b + :K', de sorte que les constantes À et B deviennent 


2 sn «a c 
” snbsnta—b) Ha 
sn b 
rs Shan) à Er 
L’équauon prendra la forme suivante, 
9 LE sn © sn T 
Dé ÉneenLe 


Asnæ ra Bsnx A U 
1rlsnesnte —“«a)\\lenb sente en (a Pi 


œ|y= 0, 
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SJ 


et aura pour solution la fonction de seconde espèce 





; Q'(o) 1. 
Lu H(z+o) (Su |” 


O(T) 


, 


les quantités uw et À étant déterminées maintenant par les condi- 


tions 
sn & cna dna sn) 
À er 8 EEE AUTRE DEEE = SRE EF SRE ROSES —— le: 1 
snb sn(a —b) sn & snasn(aæ+w) 
sn b en b dn b sn t) 
À + OC ———  —— + — —— —. 
snasn(b— a) sn à sn b sn(b +uw) 
Cela posé, considérons le cas où b— — «a; on trouve aisément, 


en chassant le dénominateur sn?x— sn?4, l'équation 


(sn?x — sn?a) D£y —2snxcenx dnx D,7y 


2Acnadna I 
+ | ———5sn27 + . — C?}(sn?r — sn?a)| y = 0. 
sn « \sn?2 «a | 


/ 





Particularisons encore davantage et, observant qu'on a 


INCTSRRSE 





: a 
Li ee un 


sn2«a 


faisons disparaître le terme en sn?x dans le coefficient de en 
Ÿ 


posant 
>cnadna I 


— Ce 


sn & sn2« 





Ce coefficient se réduisant à une constante, l’équation précédente 


devient 
(sn?x — sn°a)D2y—2snxcenxdnxr D,;y 
+2[3Æ?snta—2(i+?)sn?a +1]y = 0. 


Soit donc, pour un moment, 
(x) = sn?r —sn?a; 
on voit qu'on peut l'écrire ainsi 
P(æ)D£y —d'(x) D;y + d'(a)y = 0, 
et l’on en conclut, par la différentiation, 


P(æx) Diy —[P’ (x) — P'(a)] Dry = 0. 
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Ce résultat remarquable donne, en remplaçant D,y par s, 


Dis ES 3 = (64? sn?x + 64?sn?a — 4 —4k?)z: 
P(ær) 

c’est précisément l'équation de Lamé dans le cas de 7 —», la 

constante qui y figure étant À — 6k?sn?a — 4 — 4k?. Nous n'avons 

donc plus, pour parvenir à notre but, qu'à former lintégrale de 

l'équation en y, c’est-à-dire à déterminer les quantités w et À au 

moyen des équations rappelées plus haut. Introduisons, à cet 





7: 2cnadna I . 
effet, les conditions b= — 4, C— —— : on en Urera 


sh «œ sn 2 
successivement, en les retranchant et les ajoutant, 





sn?) sn°a(242sn2a 1 #24 
ES I 
sn? 4 — Sn? cn?a dn?a 

) sn uw Cne dnuw 


S1?4 — sn? 


De là nous concluons d’abord, pour w, les expressions suivantes, 


sn*a(2 4? sn?a — 1 — Æ?) 


sn?) — D NV EP CS RSR TRRENNNPEE PET TRES er = 7) 
34? snta — 2(1+ A?)sn?a +1 
, cn*a(2k?sn?a —1) 
VTT 3ksnta—o(e Æ)sna +, 
SHC 201 + À) Sn 
He dn*a(2sn?a— 1) 
an-vw SSSR = Ia NS DS 
3k?snta— 2(1+Æ2)sn?a +1 
On a ensuite 
2 sn? Cn?w dn?w (24k2sn?a —1—#k?)(2k2sn2a— 1)(2sn2a — 1) 
EE DEEE RP Cr MEET NT à 25 2 PE NT 
(sn?a — sn? }? 3k?snta — 2(1+4?)sn?a +1 


et l’on voit que les constantes sn?o et À? sont des fonctions ration- 
nelles de sn?a ou de 2. Nous remarquerons en même temps que 
snw et, par conséquent, w ayant deux déterminations égales et de 
signes contraires, le signe de À est donné par celui de w, en vertu 


: sn w Cnuw dnuw 
deña relation NE 





- —+ Aucune ambiguïté ne s'offre donc 
SIRET EE STE 


dans la formule 





Le Ou) : : + À) ë 
DC H (x + w) | ei 0 H (x + w) [1 ce | 


O(x) | a(x) * 
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et l’on en conclut, pour l'intégrale de l'équation de Lamé, 
D2y = (64? sn2x + 64? sn?a — 4 — 4k?)y, 


l'expression 


Hi L E | 4 H( P ie] ‘A 
T + vw * F : ACL == 0) Sr 
CD (w) ! ! A (w) 

Y u (x) é UE O(x) . k 








Voici les remarques auxquelles elle donne lieu. 


XL. 


Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité À, en nous pro- 
posant d'étudier les circonstances qu'offre alors la solution de 
l'équation différentielle. 

Et d’abord, on voit, par l’expression de À?, que le premier cas 
a lieu en posant les conditions 


2k?sn?a—1— k?—= 0, 
2k?sn?2a —1= 0, 


2SN?4 —1— O0, 


qui donnent successivement snw—0o, chw—o, dnw—o. Les 
valeurs de w qui en résultent, à savoir, o — 0, 0 =K, w —K+:kK, 
conduisent aux solutions considérées par Lamé, qui sont des fonc- 
tions doublement périodiques de la variable, avec la périodicité 
caractéristique desnz, enx, dnx. Nous avons, en effet, pour w —0 
ON —- D'snz, y —D;cnzr. Il suffit ensuite d'employer 
les relations 


iT è 
: — — (22% +2K) 
H(x+K+iK') —=@i(æ)e *# 
e'(K+iK')_ ir 
DUREE RD = _ 2K 


pour conclure de la valeur w — K +:K' l'expression y — D;dnx. 
Supposons maintenant À infini, et soit à cet eflet 


3k?snta—2(1+k?)sn?a+i=o; 


en désignant une solution de cette équation par «=, je ferai 
a—=a+"n, w—tK/+:, les quantités n et e étant infiniment 
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petites. D’après la relation 


snta(2k?sn?2a —1— #2?) 
BAD 
3k?snta — 2(1+ Æ?)sn?a +1 
on voit d’abord qu’on aura, en développant en série, 
E=pn+gn+..…., 


P; q étant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi À 
suivant les puissances croissantes de s, au moyen de l’expression 





x sn & cn w dnw cne dne I 
7 sn?a—sn?2w  sne 1— k?sn?(a + n)sn?e 
Or, ayant 

cne dne 1 1 + 4? 

Ses  (E 3 154 
1 F] 2 
—— ————— —Ir+/snae2+..., 
1— 2 sn?(a + n)sn?e 


on en conclut 


n 


A=—= 





+ À? 
+ (&enta— 3; }e +. 


O | == 


Employons maintenant l'équation 


DORE Rene) it 
CNET GERS NE TEST 





1 iT fe Vo K20 n 
CE ee 
€ 2 K LT 3 ) à 


7 


nous obtenons cette expression, qui est finie, pour e—0, à savoir 


O'(iK'+e) im 


9 9 J 
Dr en ou a) 


Enfin, je remplace, dans la solution de l'équation différentielle, 
la quantité H(x+:K+e) par 


iT 





L — — (2x7 +2E+7:K') 
tO(æ+e)e * : 
il viendra ainsi 
Ou) K' 
He +0) (Gun ; 4x O(æ + e) ere 
(x) » 8(z)N 


en faisant, pour abréger, 
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Or, en développant suivant les puissances de #, on obtient, si 
l’on se borne aux deux premiers termes, 





nm 


LS ua D TR de (551820 RER 
CFE SU VOIES ot + 6 | 


‘ 2 ; [I 
il suffira donc de remplacer la constante arbitraire C par—; pour 


la limite cherchée, lorsqu'on pose s— 0. Nous trouvons ainsi 


O(x+e)es] DR] -V. ur . 
x Us [IR | ARE Ë 7 —+— s| — Æ?(sn?ax — sn?x), 





où la constante sn? est déterminée par l'équation 


342 snta —%(1+ A2) sn?a +1—o. 


Ces deux solutions de l’équation différentielle, réunies à celles 
qui ont été obtenues précédemment, complètent l’ensemble des 
cinq solutions de Lamé, qui sont des fonctions doublement pério- 
diques, ces deux dernières ayant, comme on voit, la périodicité 
de sn?x. 


XLI. 


La théorie du pendule conique ou du mouvement d’un point 
pesant sur une sphère conduit à une application immédiate de 
l'équation qui vient de nousfoccuper. C’est M. Tissot qui a le pre- 
mier traité cette question importante, par une analyse semblable 
à celle de Jacob1 dans le problème de la rotation, et donné expli- 
citement, en fonction du temps, les coordonnées du point mobile 
(Thèse de Mécanique, Journal de M. Liouville, 1. X VIT, p.88). 
En suivant une autre marche, nous trouvons une autre forme ana- 
lytique de la solution que j'ai indiquée, sans démonstration, dans 
une Lettre adressée à M. H. Gyldén et publiée dans le Journal 
de Borchardt, t. LXXXV, p. 246. Ces résultats s’établissent de 
la manière suivante. 

Soient æz, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point pesant, 
assujetti à rester sur une sphère de rayon égal à l'unité ; les équa- 
tons du mouvement, si l’on désigne par g la pesanteur et N la force 
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accélérairice, seront (!) 











æ& x 

mer ON 0, 
Dir El " 
de? à don 
d? 3 

PER Pa RC 


Elles donnent d’abord, comme on sait, en désignant par c et / des 


dx \? dy \? (TE \ EE 
(2) +(#) +() =28(s+c) 


dx 
CE 2 


constantes, 


Cela étant, j’emploie la combinaison suivante, 


\ 


, AT ANNE GA GR O5! : LÉRT dz 7 
œ+in (gi ET 21 Er men 


et je remarque que le carré du module du premier membre, 


| dx \? dy \? 
[#7 


s'exprime par 


de sorte qu’on obtient, en l’égalant au carré du module du second 


dz \? dz \? 
a—s)lag(s+e) (9) l-#(9) + 02, 


dz \? 
(à) —92g(z+c)(1— 23) — À. 


membre, 


ou bien 


La variable 3 étant déterminée par cette relation, une première 
méthode pour obtenir les deux autres coordonnées consiste à di- 


(!) Traité de Mécanique de Poisson, t. I, p. 386. 





©Q2 
2 
nl 
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viser membre à membre les équations 


HO = | ds . 
œ+in (gi) MES TIE cl, 
x?- Vi= Ii 23! 


On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux 
résultats de M. Tissot, à savoir 


: dz — ildt 
à M ns 
T—iy=e"* 


puis, en changeant # en — r, 
ee 
CEA ET ee” 


Mais j'opérerai différemment; je déduis d’abord des équations dif- 
férentielles, et les ajoutant après les avoir multipliées respective- 
ment par Z, y, 3, 


dr dy d'z 


TT en NZ; 


puis de l’équation de la sphère, différentiée deux fois, 


ina dy PES me) — a (SE) = ogts+e 
um dr | La (£ =) nee A RL? 


\ 


Nous avons donc 
Nr 2153 +020), 
el, par conséquent, 


O5 + ac)(r tip). 


or on est ainsi amené à l’équation de Lamé, dans le cas de n — 2, 
comme nous allons le voir. 
Formons pour cela l'expression de z, et soit à cet effet 





Hbc) z) = —2g5(s—a)(z—6)(z—"Y), 


ce qui donne les relations suivantes : 


CRD TiŸ .—-— C 
aB+By+ya=— 1, 
ARE 
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On sait que les racines 4, 5, y sont nécessairement réelles, et 
qu'en les rangeant par ordre décroissant de grandeur à sera posi- 
tive, positive ou négative, et toutes deux moindres en valeur 
absolue que l'unité, tandis que y sera négative et supérieure à 
l’unité en valeur absolue. Soient donc 








on aura 





3=a—-(a—f%)sn?(u, k), 


{o étant une constante et le coefficient n étant pris positivement. 
Introduisons maintenant la variable w dans l’équation du second 
ordre; elle deviendra 


Di(æ+iy)= S[3(a—B)snu—3a—2c](æ+iy) 


et, en simplifiant, 


x —26$—2%\ 


/ 
Dar) ENS J{7 OS 


(Pa, === Ÿ 

C’est donc l’équation de Lamé dont nous avons donné la solu- 
on complète au moyen de deux fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce à multiplicateurs réciproques. Or une seule de 
ces fonctions doit figurer dans l’expression de x + y, comme le 
montre la formule obtenue tout à l'heure 


z dz + il dt 
Ke 1— 3? 


T+iy=e $ 
par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire 
Q'(w) 


Hu 0) = qu J' 


ou, sous une autre forme, en modifiant la constante arbitraire, 





s  @'w) 
U À — — t 
H'(o)H(uæw) | sa 


TH1Y = AD, bp BC 


maintenant 1l nous faut déterminer cette constante, ainsi que les 
quantités w et À. 
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X LIT. 
En posant la condition 
00 — 9 
Gk2sn?2a— 4 — 4 k2—=— 5. ere een A FO 
Le À « 
[ 
) MR 2 Ge À ) 
et employant | expression du module 4? — > on trouve d’abord 
pan pe 
© 
sn? & — . 
LAID 


De là se tirent ensuite, après quelques réductions faciles où l’on 
fera usage de la relation 


a + By +ya——1, 
les formules suivantes, 
sn? uw — tent) 
a —$ 
cn?0 = + CRT 
x —.f 
n12 
dn? w = + Sa rs 
Are if 
TR Bey) (TE), 


a'4 





Cela étant, nous remarquerons en premier lieu que, d’après les 
limites entre lesquelles sont comprises les quantités à, 6, y, on 
obtient pour sn?w et dn?w des valeurs positives, tandis que cn?w 


est négatif. Il en résulte que sn?w est plus grand que l’umité et 
1! 


FE de sorte qu’on doit supposer 


moindre que 
wo = + K —+- tu, 


u étant réel et donné par ces expressions 


B2(y2— sl, 
a? (y? — 62) 


sn?(v, 4’) — 


2(B2— à?) 
MAT reel 
ENS MES 


(B+y) 
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gta 


J’observe ensuite qu'ayant n? — . () nous pouvons écrire la 


valeur de }? de cette manière, 


Ds GA PIC EEE 


À2 == 
2'n2 
d’où l’on conclut facilement 
NE 
Pres 


Les constantes w et À se trouvent ainsi déterminées, mais seule- 
ment au signe près, et deux autres relations sont encore néces- 
saires pour lever toute ambiguïté. La première résulte d’abord de 
la condition qui a été donnée pour la solution générale de léqua- 
uon de Lamé, à savoir 


) sn «) CN dnuw 
VUE 


Mr ue 00 2 
sn?a — sn? 


et l’on en tire immédiatement 


(a — 5)snw cnw dnw 


«by 


Nous obtuiendrons tout à l’heure la seconde comme conséquence 


de 


de l’équation considérée plus haut, 


; dx re) = _ ds , 
AS) ni TT éd ei 1 


Mais voici d’abord la détermination de la constante A qui entre 
dans la formule 





k O'(u) 
H'(o)H(u+u ME u 
(o)H(u o) | aa 


æ+iy = AD, O(wW)O(") 


Soit, pour abréger, 





nr | .  Ow) 
H (o)H{u+w) [r- Dar 


EU) See 


Désignons par F,(u) ce que devient cette fonction lorsqu'on 
change z en — x, et par À, la quantité conjuguée de À, de sorte 
qu'o 

L'ETAT EU), 

æ—iy—=A1Fi(u), 
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et, par conséquent, 
+ yi= AA: E'tu)F'(u). 
Nous supposerons # —0, ce qui donne 3 —%, dans l’équation 
Z?+y?+ 2? — 1; 1l viendra ainsi 
AA; F'(o) F4(0)=1— «?, 
ou encore, au moyen de la condition 48 +%y+y2——1, 
AA1F'(o0o)Fi(0)=—(a+8)(a +7). 
J’emploie maintenant, pour y faire # — 0, la relation 


Fu) Hz +w) Q'(u) O'(w) 4 
CSN Re NN ONNIONT SN (w) Fi 


on en tire d’abord 
F’(o) _ cnw dnw 
0) sn 


+ À, 





puis, au moyen de la valeur donnée précédemment de À, 














F'(0o) cn w dnw a— cn w dnw x—$ , 
— SN CNE An = ——— | 1 — sn°w }; 
F (o) sn uw aby sn uw ab 
etenfin 
F'(o) _  cnwdnw 
Dr s00 


comme conséquence de la formule 


mais l'expression de F(u) donne immédiatement 


H'(o) H(w) 


DAPUES 8"(0) E(w) 


= sn: 


et nous en concluons l’expression cherchée, à savoir 
k enw dnw 
BY 


Changeons enfin en —:; la constance w — + K + zu deviendra 


HAE 


w'= + K — zv; 


H. — IIL. 29 
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on a donc 
sn uw’ — sn, cnw' dnw'—— cnw dnuw, 


et par suite 


FN k2 cn?w dn?w x + B)(a+y) 
Fo) F4 (o)=— EE = — _— pe 


De cette expression nous tirons 
AA=(a—7y})?, 
de sorte qu'on peut écrire 
Ar=i(a—)ep, 


+ désignant un angle arbitraire, 
Ce point établi, je reprends l'équation 


a+in(T- = Ti, 


L ——— 
dt 


qui devient, si l’on introduit, au lieu de £, la variable w, 





ee #4) dz il 
—= B— + —) 
du n 


CR 2 


— — 1 


du du 


NS ‘ 


FA 


et j'y fais & — 0. En remarquant qu'alors _ s’'évanouit, on trouve 


! 1 ul 
Casta (o) Es Co) ses 
ce qui nous mène à chercher la valeur de F°(0). Pour cela, je 
déduis de la relation employée tout à l’heure 
F'(u) . H(u+w) Q'(u)  8'(w) 


Fu) CHA ONE 1) ” 8 (w) re 





la suivante : 


F'(u) F'?(u) ue I 
F(u) F?(u)  sn?(u+w) 








+ Æ? sn°?u, 


et jen tire d’abord 


ECO TR Un) I cn? dn?w I 


F(o) F2?(0) snw  P?}?sn2w  sn?w° 
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puis, après une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue 


pour F(o), 
2k sn 


F’(o) = — aa — y) 


Cette expression restant la même lorsqu'on change £ en —, 
nous pouvons écrire 


2ksnu 
2 


Fi (0) =— 


a(x — y) 
et, comme on a déjà trouvé 


kÆ env dnvw 


F'(o) = — By ; 


nous en concluons 


2 2 snw cn uw dnw 


Po) EF(o)= 


P 
aDy(X —Y) 
et, en employant la valeur de Æ?, l’équation suivante, 


2(x — Disnw en dnw LL 


(a — y) Fo) EF (0) =; — 


ao y n 
Sion la rapproche maintenant de la relation déjà donnée 


(1 -$)snu cnuwduw 


0) 


on trouve immédiatement 


c'est le résultat que j'ai principalement en vue d’obtenir, afin 
d’avoir la détermination précise de la constante À, qui n’était 
encore connue qu'au signe près. 

En dernier lieu, et à l'égard de w, on remarquera que la fonc- 
uon F(«) change seulement de signe ou se reproduit quand on 
met w + 2K etw + 2:K'à la place de w. Et comme on peut obtenir 
un tel changement de signe pour la valeur de x +iy, en rempla- 
çant © par 9 +7 dans l’argument du facteur constant À, il en 
résulte qu'il est permis de faire w == K + {v, au lieu de w — +K +, 
et de déterminer une valeur de v, comprise entre — K’ et + K'. 


Or, de la relation 

Q2(+2 — +? 
SNA = ———— 
LENS EE P- 
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se rent deux valeurs égales et de signes contraires de cette quan- 
tité entre lesquelles il reste à choisir. C’est à quoi l'on parvient 


au moyen de la condition 


il (æ«— 8) sn cnw dnw 
© —————————— 3 
on afy 


qui prend, si l’on y fait w — K + iv, la forme suivante, 


- (a—f$)£2sn(v, k)cen(v, Æ); 
nr RE 67 dut(5, 1) NES 


or, y étant négatif, on voit ainsi que v aura le signe de / ou un 
signe contraire, suivant que la racine moyenne $ sera positive ou 
négative. Dans le cas de Ê — 0, on a donc 


TNA 
el, par suite, 


lue 
ENAESE D Fetion te 


c'est un exemple de ces fonctions particulières de seconde espèce 
qui ont été considérées par M. Mittag-Leffler dans un article inti- 
tulé Sur les fonctions doublement périodiques de seconde espèce 


(Comptes rendus, t. XC, p. 157). 


VUE 
Je terminera par une remarque sur l'équation 


LES ES CTI 
nm gr 0 (w) TPS 





qui exprime que les coordonnées x et y se reproduisent, sauf le 
signe, lorsqu'on change w en u +2K. Soit w — K + iv et posons 
: l O'(K+iv 
t IH(v) —=u— ro 
n O(K—+zov) 
cette fonction IT (vu), évidemment réelle, finie et continue pour 
toute valeur réelle de v, a pour dérivé l’expression 


J 


W(v)= 5% —Asn?(K + év), 
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qui est toujours négative. On a, en effet, 


J£LEÆK, 


comme conséquence des formules 


Ref — — - — Rad 
ns VU—a2t)(G— xt) Va—zr)(1— x?) 


et l’on sait d’ailleurs que sn? (K + £v) est supérieur à l’unité. La 
fonction IT (y), étant décroissante, ne peut s’évanouir qu’une fois; 
or on a, en désignant par & un nombre entier, 


6(KPorakK) tar 
BURN TTKOUeN: K ? 
et par conséquent 
4 L ar 
Il = — 3 TESTS RES er |. 
“a n° Las) n K 


Nous établissons ainsi l’existence d’une racine, puisqu'on peut 


: _ l AT... : : n. 
disposer de a de manière que——— soit de signe contraire à —- 
n K n 


Mais c’est en déterminant les quantités € et / qu'il serait surtout 
important d'obtenir les cas où le mouvement du pendule est pério- 
dique, ces constantes représentant les éléments essentiels de la 
question. N'ayant pu surmonter les difficultés qui s'offrent alors, je 
me borne à donner de l’équation précédente une transformée où 
ces constantes se trouvent plus explicitement en évidence. Soit, à 
cet eflet, 
R(z)=2g(3+c)(1—2)— 0; 


on aura, en premier lieu, 
rte "Onde side 


Ki EE Re 
g VR(a) 8 (æ—Y)VR() 


on trouvera ensuite 


3 —=4x—(a—$B)sn?w —— a87, 


d’où 


œ z 
o=f Loges ff k? sn? care [ PÉTER EE uen 


Enfin, en partageant l'intervalle compris entre les limites, en deux 
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parties, l’une de — 487 à $, et l’autre de $ à &, l'équation se pré- 
sentera, après une réduction facile, sous la forme suivante : 


o | TRUE = ( de dz CRUE 8 sd3 
PRE VREsI 8 ee a8y V—R(z) | Del. V—R(z) 

La question qui vient d’être traitée termine les applications à la 
Mécanique que j'ai annoncées au commencement de ce travail, et 
j'arrive maintenant, pour la considérer dans toute sa généralité, à 
Péquation 

Diy =[n(n+i)4snx + A]y, 

dont la solution n’a encore été obtenue que pour n=1etn= 2. 
Au moyen des méthodes de M. Fuchs, permettant de reconnaître 
que l’intégrale est une fonction uniforme de la variable, et de l’im- 
portante proposition de M. Picard, que cette intégrale est dès lors 
une fonction doublement périodique de seconde espèce, la solution 
de l'équation de Lamé est donnée directement par l’application 
de principes généraux s'appliquant aux équations linéaires d’un 
ordre quelconque. J’exposerai néanmoins une méthode indépen- 
dante de ces principes; je m'attacherai ensuite, el ce sera mon 
principal but, à la question difficile de la détermination, sous forme 
entièrement explicite, des éléments de la solution. La considéra- 
uon du développement en série, qu’on tire de l’équation proposée 
lorsqu'on suppose x —1K'+e, aura, dans ce qui va suivre, une 
grande importance; voici, en premier lieu, comment on l’obtient. 





XIV: 
Soit, pour abréger, 
I , 
+ = ee HSE. «+ Se? 0, 
SA%E ce? 


les expressions des premiers coefficients étant 





1 EU. 

So — FR , 
d 

]— Lie 

S1 — RME Eel | 
19 

2 — HD TT 0 k5 

S9 = —— , 


159 
2(1— 42+ kty? 


So —— 
079 
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Je dis qu'on vérifie l'équation 


Diy = TE — n|», 


sn?€ 
en posant 
] h; h; 


RE D, | | PRE TES. DES 
F — ET nu à 





La substitution donne en effet les conditions 


(n—1)(n—0)h; = h + nn +1)(hi+s), 
(n—3)(n—4)hs= hh+n(n+i)(ho+ so hi + si), 


Shine ete eo ele) a 01019) te bete) + el ele + + 4e 4e # 0 ° 6 + S 6 0e » * © s 6e « se re 


et nous allons voir qu’elles déterminent de proche en proche les 
coefficients L,, L2, .... Mettons-les d’abord sous une forme plus 
simple; en éliminant la quantité À au moyen de la première, on 
aura, après une réduction facile, 


(on —21t+1)h;=(an—1)hh;i— m(sihio+ Sahi 3 +. + Si), 


où J'ai écrit, pour abréger, n(n +1) = 2m. 
Or, le facteur 22 — 2i+ 1 ne pouvant jamais être nul, on voit 
ue le coefficient de rang quelconque A; s'obtient au moyen des 
q 8 q [ i y 
récédents, A;_,, h;j_ 2. .... En particulier, on trouve 
P ) 1) 1—2) P ) 


(2n —1)h? ms; 
2(27 —3) (an —3) 
(on —1)? h; m(ôn—5)sih; MS 


D non) 6G(2n—3)(2n —5) 3(27n7 —5) 


Ce premier développement obtenu, nous en concluons immé- 
diatement un second. Effectivement, le coefficient n(n +1) ne 
change pas si l’on remplace x par — (n +1), de sorte qu’en dési- 
gnant par X',, #,,... ce que deviennent ,, h:, ... par ce change- 
ment, l’équation différentielle sera de même satisfaite en prenant 


V=eEtHiE hients + h,ents LE... 
ou bien 
J=erti(i+ he + hiet+...), 


Je remarque enfin qu’en substituant dans l’expression 


sn?E€ 
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la partie de la première série représentée par 








A Cu zu ji cn—2 Fu en—ri? 
tous les termes en ——, =, ..., = disparaissent, de sorte que 
en+2 À cu? ? gn—2i+2 P ? q 


le résultat ordonné suivant les puissances croissantes de € com- 


[! 
mence par un terme en ——: On en conclut qu’en supposant z 


g'i—21 , 
: . : . l 
pair et égal à 2y, ou bien 7 — 2v — 1, on n’aura aucun terme en =? 
si l’on prend dans le premier cas 


I h; fre: 
FY — 22 ni 22 nu me 2 mn ue 








et dans le second 


DE s2v—1 “E g2V—3 ou 





+ h,e€. 





Ce point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la 
solution générale de l’équation de Lamé. 


NEV. 
Je considère l’élément simple des fonctions doublement pério- 
diques de seconde espèce, en le prenant sous la forme suivante, 
Fa — ex —ikK') 4(T), 


è ? na or 
où l’on a, comme au paragraphe V, 


; _ Ow) Ru 


LP) g(w)ete) 





Le résidu qui correspond au pôle unique x = tiK! sera ainsi 
égal à l’unité, et nous pourrons écrire 


ftuK'+e) — : + H,+H;s+...+ He 


Cela posé, je dis que les expressions 


RCA NU CI 


EC) berne aa) en Hi De (a 
2V—2 Fin) 2V—4 
F(x) = + Dares / Deep) +...+ hy1 f(x) 


T(2v—1) se (2 —53) 
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satsferont, suivant les cas de n — 2% et n —2v—1, à l’équa- 
uon différentielle en déterminant convenablement les constantes 
ou) et À: 

Pour le démontrer, je remarque que, si l’on pose x — iK!'+e, 
les parties principales de leurs développements proviendront du 


I . T7 
seul terme - qui entre dans f({K' + e),et seront, par conséquent, 

















I h; FEY 1 
M 
et 
g2v—1 ce c2V—3 LR € 


Disposons maintenant de w et À, de telle sorte que dans le pre- 
mier cas le terme constant soit égal à L, et le coefficient de s, dans 
le suivant, égal à zéro ; nous poserons pour cela les conditions 

55% —- h; H,-3 + ho Ho, 5 + + ho: H, —- LS — O, 
29 Hay + (2v — 2) ha Hoy-2+(2v — 4), +...+ 92h, 13H32 = 0. 


Et semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme 
constant soit nul et le coefficient de & égal à L,, en écrivant 


Ho + hi Ho + Ro Hoy-ç +... + hs H5= 0: 
(ov— 1), 3+ (2% —3)h4 Ho 3+... + h, 3H — A, = 0. 


On a donc ces deux développements, à savoir : 











Due Ra h, Re ; 
F(zK'+e) = 2 Ds + 2 +<h, + : 
puis 
1 ! h he 
+ + hype +... ; 


il en résulte que les deux fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce 


Di F(z)—[n(n+i1)k?sn2x + h]F(x), 
étant finies pour x = {K', sont par conséquent nulles. Nous avons 
ainsi démontré que l'équation se trouve vérifiée en faisant y = F(x), 
de sorte que l’expression 


Yÿ=CGF(x)+CF(— x) 


en donne l'intégrale générale. 
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XLVI. 


La question qui s'offre maintenant est d'obtenir w et} au moyen 
des relations précédentes, qui sont algébriques en sn w et À. Or, 
on est de la sorte amené à un problème d’Algèbre dont la diffi- 
culté se montre au premier coup d'œil et résulte de la complication 
des coefficients H,, H,, .. 

Revenons, en effet, au développement déjà donné paragraphe V, 








à savoir : 
: I I I I I , 
XOK HE) SEE E—S Qje— TORRES : 
où l’on a 
1 + 4? 
Q = £? sn2wù — = , 
d 
O0, — Æ? sn w cnw dnw, 
2(k2+ Kt 7199 HAS 
Q, = Ætsn*o — Re) SD — ——————— ; 
d 49 
1 + 2 
0, = À? snw cnw dnw (re SN? 0 — — ) : 
d 
Les coefficients H,, H,, ... résultant de l'identité 
I À }2e? I I 
+, + He +. — 1 - Â€E tele ra 
£ 2 2 
seront 


H, = À, 

H; — 2 (M — 0), 

Hs = +(À5—30)1 = 20,), 

H; — (M — 6Q À? — 8Q, À — 30), 


et l’on voit que, H, étant du degré nr +1 en À, l’une de nos deux 
équations est, par rapport à cette quantité, du degré n, et Ja 
seconde du degré n + 1. À l'égard de snw, une nouvelle compli- 
cation se présente en raison du facteur irrationnel cnw dnw, qui 
entre dans Q,, Q;, Q;, ...; aussi paraît-il impossible de conclure 
de leur forme actuelle qu’elles ne donnent pour À? et sn?w qu’une 


_4 mGdÉÉe 
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seule et unique détermination. Et si l’on considère ces quantités 
comme des coordonnées, en se plaçant au point de vue de la 
Géométrie, on verra aisément que les courbes représentées par 
nos deux équations n’ont aucun point d’intersection indépendant 
de la constante L qui entre sous forme rationnelle et entière dans 
les coefficients. Il n’est donc pas possible d'employer les méthodes 
si simples de Clebsch et de Chasles qui permettent de reconnaitre, 
a priori et sans calcul, que les points d’un lieu géométrique se 
déterminent individuellement en fonction d'un paramètre. Le cas 
de n — 3, qui sera traité tout à l'heure, fera voir en elfet que les 
intersections des deux courbes se trouvent, à l'exception d’une 
seule, rejetées à l'infini. Mais, avant d'y arriver, je ferai encore 
celle remarque, qu'on peut Joindre aux équations déjà obtenues 
une infinité d’autres, dont voici l’origine. 

Nous avons vu au paragraphe XLIV que l'équation de Lamé 
donne, en faisant x —:K'+e, ces deux développements, à 
SaVoIr : 








V = 


” cn cli—2 en—+% 
2 


y =enti+ hienti+ hoents +... 


Il en résulte que, si l’on pose de même x — K' +e dans la solu- 
tion représentée par F(x), nous aurons, en désignant par C une 
constante dont on obtiendra bientôt la valeur, 


PORC) MER a lis 


ce — ci 
g/l g'L 2 g!L + 








ue C(er+1 = h: ÉLARIE 2 So AEe ! ne 


On peut donc identifier ce développement avec celui que donnent 
l’une ou l’autre des deux formules 


DR D f(x) 


F(x) =— F(av) on RE TTErT —...—h, D; f(x), 
2V—2 2V=4 f 
F(æ) = + Den CE) h RER AD) +...+-hvs  f() 


BE IUT 2% 3) 


lorsqu'on pose x — iK'+:. Bornons-nous, pour abréger, au cas 
de ñ — 2y, et représentons la partie qui procède, suivant les puis- 


(4 
0 


sances positives de €, par 
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On trouve facilement, si l’on écrit 


m(m—i1)...(m—i+i1) 





PUS (rose ? 
l'expression 
Di——(t+2v—1)Hioys — (1 + 2v — 3 ji hi Hi+oy-s 
(HN 06) haHreri—e (+1) hy 1H. 
Nous aurons donc, pour &—1, 3, à, ..., 2y —1, les équauons 


#i—o; 
on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de l’indice, 
Soi = hi, 
et enfin, pour les valeurs impaires supérieures à 2Y —1, 
Dor+ovu1 = Chi. 


Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toutes 
résulter des deux que nous avons données en premier lieu, à 
SAVOIT : 
#1 = 0, So = À; 

on est amené ainsi à se demander si leurs premiers membres, 
#;, Der Li PAe — Ch;, ne s’exprimeraient point, sous 
forme rationnelle et entière, par les fonctions Ÿ, et #, — ,. 
Mais je laisserai entièrement de côté cette question difficile, et 
j'arrive immédiatement à la résolution des équations relatives au 


cas de n — 3. 


XLVIT. 


Ces équations ont été données au paragraphe XXX VII, et sont 


H + h; H, — O, 
3 H; + h:H,; —= hs: 


me , . . , l 
Si l’on met en évidence les quantités Q, et qu’on fasse L, = >> 


ce qui donne 
h —=—4(1+ 4) — 51, 
ñ 72 
ha = Le SL 


24 
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elles prennent la forme suivante : 


À3— 30} — 20,+ 371 — 0, 


ñ [2 
D 60217-20130, +a/Àt—0/0 — Ds — 85,. 
Ne] 
Cela étant, j'emploie ces identités, à savoir : 
D O6, 


QQ;, — Qi Qs, + 7 59, 


et je remarque qu’on en lire, par l’élimination de Q, et Q;,, deux 
équations du second degré en Q. Mais 1l convient d'introduire H, 
au lieu de Q; en faisant alors, pour un moment, 


a—i—#k1+ k#, 
b—2—3k2—3kt+02k6, 
ces relations seront 
36H?—12/H, + 36/À2+ 5/2— {a —0, 
721H?— 6(5/2— a)H,+ 72/2124 db —o. 
Éliminons }?; elles donnent immédiatement 


10/5—8al—0b 


MORE à) | 


nous obtenons ensuite 


4A(UB— a+ (11/8 goal — by 


Je 
De 36 /(/2— a }? 


, 


ou bien 
#2 (4) 
36/(42— a)” 


Je 
si l’on pose, pour abréger, 
p(2)=125/5— 210alt — 22bl3+ 93a?l?+18abl + b?— 4 aï, 
soit encore 


ÿ(2) — 5/64 Gali—10bl3— 3a2P2 + G6abl + b?— 4 a 
@(l)—12/(l2— a)(10l3— 8al ATEN 


I 


de la relation }? — 2H, — Q on conclura 


1H A gl) 
Q = 2? sn0 — —— = — 36/(/— a} 
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Enfin j'observe qu'on déduit des équalions proposées la valeur 
de Q, exprimée en Q et À, par cette formule, 
20 —=(À2—30 + 3/)À; 
faisant donc 
XL) = Gali+ 4h15 — 3atl— b+ 4a?, 


nous parvenons encore à la relation 
ACER 


Q —— Æ sn [0] cn ü) dn (0) = 97,» F. 


Le signe de À se trouve ainsi déterminé par celui de w, et la 
solution complète de l’équation de Lamé dans le cas de nr = 3 
est obtenue sans aucune ambiguïté au moyen de la fonction 

O'(w) 
Ho) [= Su ]* 
O(x) 

On n'a toutefois pas mis en évidence dans les formules précé- 
dentes les valeurs de la constante / qui donnent les solutions 
doublement périodiques, ou les fonctions particulières de seconde 
espèce de M. Mittag-Leffler, comme nous l’avons fait dans le cas 
RRONERTEE 

Voici, dans ce but, les nouvelles expressions qu'on en déduit. 

Posons, en premier lieu, 

P=5lP—o(i+ k1)1—3(1— 4x2, 
Q—=5/2—9(1—-2k2)7 3, 
R=5/:—92(k?— 02) 1—3hkx, 
SD 


et, d'autre part, 





On aura 
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et enfin, pour établir la correspondance des signes entre w et À, 
Péquation 

ABC} 

SD? 





kÆ2 snw en w dnw = — 


Cela étant, ce sont les conditions P — 0, Q —0, R—=0o, S—0o 
qui donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de 
sept, tandis qu’on obtient les fonctions de M. Mittag-Leffler en 
posaut À — o, B— 0, C = 0, D — o. Mais je laisse de côté l'étude 
détaillée de ces formules, en me bornant à la remarque suivante, 
sur laquelle je reviendrai plus tard. Exprimons les quantités 
k2sn?w, £?cn?w, dn?w, en partant de l’équation 

1 + Æ? d() 


TT DCE DOTE TE T9 
LRU 3 36/(/— a)? 


de cette nouvelle manière, à savoir : 


1/02 a} (i1+ k2) — V(1) 


r2 2 — 
k? sn? w 361. a} 
k? cn?w — GE a 
FAT 12/(2—a)(2—Æ) +4 


36/({2— a) 


On conclura facilement de l'égalité 


__ gx) 
[6 app 


k+ su2uw cn2uw dn?uw — 
la relation que voici : 
WC 3 122al2(/2— a) 4(T) +is0H(l— a} = o(c) y2(0). 


Or elle conduit à cette conséquence, qu’en posant 


" y(2) 
JA 12/(/2—a} 


_ 22 
Vy—3ay + b J  vie() 


c’est donc un exemple de réducuon d’une intégrale hyperelliptique 
de seconde classe à l'intégrale elliptique de première espèce. 


On a 
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XLVIIL. 


La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la 
détermination des constantes w et À repose principalement sur la 
considération du produit des solutions de l’équation de Lamé, qui 
viennent d’être représentées par F(x) et F(— x). Et, d’abord, on 
remarquera que, ayant 

Er ouK) = 2 EF(r) 
Pret ik") = EE (Tr) 
et, par suite, 


F(—æ—o K)==F(—) 
F(—æ—oiK)= 5 F(—2x), 


ce produit est une fonction doublement périodique de première 
espèce, qui a pour pôle unique x — #K’. Voici, en conséquence, 
comment s'obtient son expression sous forme entièrement expli- 
cite. 
Soit 
P(x)=(—i)u F(x)F(— x), 


le facteur u' ayant été introduit pour pouvoir écrire 
D(iK'+e)=(—D'pEF(iK'+e)F(—iK 0) 
(EDEN R(EK LE) FOIRE 
Cela étant et posant, pour abréger, 


lt Ra 


sx pe Sd 5 
cg! g'i—2 gnr—+ 








2x7 


S: = C(er+1 AE h' En+3 frs na “A 
nous aurons 
FiK = RES. 
F(zK'—:)=(—1)2(S —S,;), 
d’où, par conséquent, 
P(zK'+e) = S2— Si. 


On voit ainsi que la partie principale de développement suivant 
les puissances croissantes de « est donnée par le premier terme S?, 
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etne dépend point de la constante C, entrant dans le second terme, 
que nous ne connaissons pas encore. Faisons donc 











les coefficients A,, A, ... seront 


A9 — 2 Re + 12 


el l’on en conclut que, h; étant un polynome de degré t en h,,1l 
en est de même, en général, pour un coefficient de rang quel- 
conque À;. Maintenant l’expression cherchée découle de la formule 
de décomposition en éléments simples, qui a été donnée au para- 
graphe Il. Nous obtenons ainsi 























D2?- [ae D21—3 ja D22-5 ES 
(Q] O7 D (x 
(x) = — RER Or) | À RTE AIERS | 
NME (272 — 2) (an — ;) 
\ SA + const 
Ce 4) 0 (x 
La relation élémentaire 
O'(x) J , 
FO (x) PART k? sn?x 


donnera ensuite, sous une autre forme, en désignant par À une 
nouvelle constante, 


D?7-2(4?sn?x) D?22-#(/2 sn?) D?2-6(X2sn2x) 
Lo = —_———— À ————————_—Û———œ + A —— +... 
(æ) LUST) Ro RL (an —) : (27 — 4) 


+ A,_,(Æ2sn?x) + A. 
Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie prin- 
cipale de la série S?, le terme indépendant de e, qui sera désigné 


par À». En déduisant ce même terme de l’expression de D(x), et 
se rappelant qu’on a fait 


= — +Sso+ sie +...+ set +, 





H. — III. 26 
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nous trouvons immédiatement 


S Sn—2 Sn—1 
A Æ An— An-150 — As RC .— À ——- TES 
3 2n — 3 nn —I 


Beaucoup d’autres expressions s’obtiennent par un procédé 
semblable en fonction linéaire de dérivées successives de Æ?sn?x, 
celles-ci, par exemple, 


D* F(x) Dé F(—x), 


que je vais considérer dans le cas particulier de «a = 1, 8 —=1. 


Soit alors 
P(r)=(mrripE"(z) Ex), 


et désignons par S' et S' les dérivées par rapport à « des séries S 
et S,, de sorte qu'on ait 


F'(IK HE) = S"+S, 
F'(zK'—:)—(—1)e+1(S — S!). 
De la relation 


BiCiK'+e) = (—ipr+t F'(ÈK'+ :) F'(iK'— 2), 
on conclura cette expression, savoir : 
D,(iK'+s)—S'— S'. 
Faisant donc, comme tout à l'heure, 


n°? B, p: B, 
He + — BEEN 





g2/+ 2 ge? e2n—2 


où le coefficient B; est encore un polynome en L, de degré #, nous 
aurons 


, Dé" (A? sn?) D? 2(X2sn2r) 
T(27n +) fUa7e) 
D2?22-1(%2 sn?ær ) 


B3 ———— —+...+B,(A2sn? 
+ D Trio) —- B,(X?sn?x) + B, 





Pi{T) — nm 


et la constante sera donnée par la formule 


Si Sy—1 Sn 
b= Br Bo By —...— B; AUS 
3 2 —1 on +I 
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J'envisage enfin le déterminant fonctionnel formé avec les solu- 
uons F(x) et F(— x) de l'équation de Lamé, et je pose 


DEUST CT TR RS) ER Gr) ER 


La relation suivante, qui s'obtient aisément, et dont le second 


membre ne contient que des termes entiers en €, à savoir 


Pa(tK'+e) = 2(SS,—S'S1) = 2(2n +1)C+..., 


donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette 
fonction est constante; nous allons en obtenir la valeur en la met- 
tant sous la forme 

(on +1)G = YN, 


que nous garderons désormais. 


XLIX. 


A 


J'observe, à cet effet, que de l'identité 
(SS' = S,S/}—(SS) — S,S'}+ (S2— S1)(S2 Sn) 


on conclut immédiatement, entre les foncuons dont il vient d’être 
question, la relation suivante : 
P?(iK'+e) + P(iK'+e) D, (1K'+ 2), 


J : I 
= P'2(1K'+E:) = - 
En ; 


et, par conséquent, 


RPG) = N + Pr PCT) 


Elle fait voir qu’en attribuant à la variable une valeur particu- 
lière, en supposant, par exemple, x — 0, N s'obtient comme un 
polynome entier en h, du degré 2n +1, puisque cette quantité 
entre, comme on l’a vu, au degré n dans (x) et au degré n +1 
dans D,(x). Ce point établi, nous remarquons que, en posant la 
condition N — 0, le déterminant fonctionnel ®,(x) est nul, de 


Etr 


sorte que le quotient. FC se réduit alors à une constante. Dési- 
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gnons-la pour un instant par À, on voit que le changement de 


I 
æ en — zx donne À — Fiona donc 


Arr I, 

et, par conséquent, 

Remplacons ensuite + par x + 2K et x + 21K':le quotient se 
reproduit multiplié par FA et w?; ainsi il faut POSER 2 ST, HR ERNRS 
c'est-à-dire HE EEE 

La condition N —0o détermine donc les valeurs de , pour 
lesquelles l'équation de Lamé est vérifiée par des fonctions dou- 
blement périodiques. Ce sont ces solutions, auxquelles est attaché 
à jamais le nom du grand géomètre, et dont les propriétés lui ont 
permis de traiter pour la première fois le problème difficile de la 
détermination des températures d’un ellipsoïde, lorsque l’on donne 
en chaque point la température de la surface. Elles s’offrent en ce 
moment comme un cas singulier de l’équation différentielle, où 
l'intégrale cesse d’être représentée par la formule 


7 =CF(æ)+C'F(—#x) 


et subit un changement de forme analytique. Je me borne à les 
signaler sous ce point de vue, devant bientôt y revenir, et Je 
reprends, pour en tirer une nouvelle conséquence, l'équation 


pr) = N+d(x) Pi). 
4 


Introduisons sn?+ pour variable, en posant sn?x = 1{; on voit 
que b(xz) et P,(x), ne contenant que des dérivées d'ordre pair de 
sn?z, deviendront des polynomes entiers en £ des degrés 7 et 
n +1, que je désignerai par I(£) et IT,(4). Soit encore 


R(t)=t(1—1t)(1— Re); 
la relation considérée prend cette forme 
| R(#)12(4)=N+u(é)Ii(t): 


et voici la remarque, importante pour notre objet, à laquelle elle 
donne lieu. 


Il (6) 


en fracti 1 
(4) n fraction continue, 


Développons la fonction rationnelle =— 
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et distinguons, dans la série des réduites, celle dont le dénomina- 


teur est du degré y, dans les deux cas de n — 2y et n —2y—1. 
: , O(4é) , ; : 
S1 on la représente par ——, le développement, suivant les puis- 
pC£) 
sances décroissantes de #, de la différence 


I (£) 
Henrzantt) 


. . [ 
commencera ainsi par un terme en 51? et, en posant 


'(£)o(é) — (4) 0(E) = VE), 


on voit que, dans le premier cas, 4(£) sera un polynome de degré 
Y — 1, et, dans le second, de degré y 





2. Cela étant, je considère 
l'expression suivante, 


No?(t)— R(E) (8); 


on trouve d’abord aisément, en employant la relation proposée et 
la valeur de d(#), qu’elle devient 


I(é)[—o2(4)i(é)+2e(4)0(4) Re) (4) — 02(4) R(6) (4) 


et contient, par conséquent, en facteur, le polynome IT(t). On 
vérifie ensuite qu’elle est de degré nr +1 en #, dans les deux cas 
de n — 2y el ñ — 2y — 1; nous pouvons ainsi poser 


NGC OO (E) = (Er a), 
et nous allons voir que w est donné par la formule 


£' 
sn? — —») 


où le second membre est une fonction rationnelle de A. 


L. 


Considérons dans ce but une nouvelle fonction doublement 
périodique définie de la manière suivante, 


Vr)=— p'f(—x)F(x), 


en faisant toujours 
TE) — eMx—iK) X(æ), 
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de sorte que les deux facteurs f(— x) et F(æ) soient encore des 
fonctions de seconde espèce à multiplicateurs réciproques. Nous 
aurons d’abord 


W(æ)YV(—-zr)=n?f(x) fi—x)F(x)F(— x), 
et, en employant l'égalité, qu’il est facile d'établir, 
H'f(x) f(x) =—/R(sn?x — sn?w), 
on parvient à celte relation 
Y(xz)V(—r)=(—i)ttitk2(sn?r — sn2w) P(x), 


dont on va voir l’importance. Formons à cet effet l'expression de 
W(x) qui s’obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées 
successives de £?sn?x, puisque cette fonction, comme celles qui 
ont été précédemment introduites, a pour seul pôle x = :K'. Nous 
déduirons pour cela un développement, suivant les puissances 
croissantes de e, de l'équation 


V(iK'+e)=— f(iK'—e)F(iK'+e) 


= (2 —Ho+ Hie— Hiet+..….) (5 + at de les +), 


[ 
5 z' SU g'i—# 








développement que Je représenterai par la formule 


%o #4] 





W(zK'+ e) — Re + 


FA à CU _ 840 . CSS ON 
c't+1 cg! gnr—1 gt 





en posant 
49 = — H,, Hiitlr, ‘, 


et nous observerons immédiatement que cette série ne contient 


L (8 À — . 
point le terme -—+. On a effectivement, pour » = 2», 


© 


Uni = Hoy-1 + À: H,_3 + ho Hay 5 +... + h,=1 Hi + Ne 
puis, en supposant 7? — 2% —1, 
Uni = — (Hoy 2 + la Hoy-s + Ro Hay +... + y-1 Ho). 


Or on voit que, d’après les équations obtenues pour la détermi- 
nation de w et À, au paragraphe XLV, le coefficient 4,_, est nul 
dans les deux cas. La partie principale du développement de 
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W(:K'+e), à laquelle nous joindrons le terme indépendant de e, 
est donc 








I x di An—2 
g'i+1 cn gri—1 x sé RCE à ec? sa Xi 
On en conclut, quand nr — 2% 
Le | ; 
D? (42 sn?x) DP?(ÆX2sn?x) 
© 
T(2v +1) T(»v) 
DY$(4?sn2x) 
RO + le) e(K2 S0?T) 
1 T(29 25 1) 2V 2( ) ? 


la constante ayant pour valeur 


Si Sy—1 
DO NE: -— 34 ( 





puis, dans le cas de nr — 2y —1, 


D? (42 sn2>) D? #(X2 sn?) 





MED ES oi 
Ke) T(2v) Ty) 
D?Y—#(X2 sn2> | 
RS RUE 7 )N + doy_3 (4° sn?T) + &@, 
T(2v—5) 
en posant 
S1 Sy? Sy—1 
Day = NOV) las re à 0 Up 
n 2 — 3 2Y —I 


Soit maintenant sn?x — {; les expressions auxquelles nous venons 
de parvenir prendront cette nouvelle forme, à savoir 


Væ) = G(t) + VAE) Gi(4), 


où G(£) et G,(e) sont des polynomes entiers en £ des degrés y et 
v—1 dans le premier cas, y el y — 2 dans le second. Observons 
aussi que, le radical VR(c) changeant de signe avec x, d’après la 
condition 
VR(t)=snæcnx dnr, 
on aura 
V(—aæ)= G(t)—VR(E) Gi(é); 


nous concluons donc de l'égalité donnée plus haut 
W(x)W(—zr)=(—i)##ik2(sn?r — sn?w)b(x) 
la suivante : 


G(t)—R(t)G?(t)=(— 1) k2(t — sn°w) (4). 
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Cette forme de relation est bien connue par le théorème d’Abel 
pour l'addition des intégrales elliptiques, et l’on sait que les poly- 
nomes G(£), G;(£), étant des degrés donnés tout à l’heure, se 
trouvent, à un facteur constant près, déterminés par la condition 


que l'expression 
G?()—"R(t) G?(c) 


soit divisible par [(4). Il suffit, par conséquent, de nous reporter 
à l'équation obtenue au paragraphe XLIX, à savoir 


Ne?(4)— RCE) (8) = (4) (gt — &'), 


pour en conclure le résultat que nous avons an noncé 
4 
sn?u) — LÉ 
& 


Mais nous voyons, de plus, qu’on peut poser 
PLGCE) + VRCO Ge) ] = VN 8 (6) + VRCO Ye), 


pe désignant une constante. Voici maintenant les conséquences à 
tirer de cette relation. | 

C nn : ? : a SU AUNUS + / ‘ 

Je supposerai que l’on ait » — y; les polynomes o(4) et d(4), 

dont les coefficients doivent être regardés comme connus et, si 
l’on veut, exprimés sous forme entière en L, seront alors des degrés 
y ety —1. Cela étant, revenons à la variable primitive en faisant 
t=sn?x; on pourra mettre W R(4)Ÿ(4) et o(#) sous la forme sui- 
vante, à savoir 


—— D? t(k2sn?r) D °(k?sn?x) 
( ! ns — QE D RES 
2V—2 2 sn2r 2V—4 , Lo 2; 
DNS de 17 sn ue Da (k2sn?x) 
de Pt) l'(2v — 2) 


Nous aurons donc cette expression de la fonction (x), 


pY(æ)=— DEEE. DE CESESSS 
l(2v +1) T(2v—1) 
_ D?-*(k?sn2zx) D2—4 (72 sn?x) 
N bEERSES D — .. 
+ y | l'(2v) rs T(2v — 2) + |} 
où les constantes à, a’, ..., b, b', ... sont déterminées linéaire- 


ment par les coefficients de w(£) et d(4). 
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Or on en déduit, en faisant x — {K/+e et se rappelant qu'on a 
supposé nr — 2y, l'égalité suivante, 


He a a a’ VW b b' 
a en VNIS pe.) 








d’où nous tirons 


pa 
Do —= d VN, 
OX — a, 


CRE 


Eliminons l’indéterminée p et remplaçons les coefficients &, 
%,,... par leurs valeurs du paragraphe L (p. 406); on aura ces 
relations 





La première donne l'expression de À, et nous reconnaissons, par 
cette voie, qu’elle ne contient d’autre irrationnalité que ÿ/N. On 
obtiendrait la même conclusion dans le cas de ñn—2y—1, et 
c’est le résultat que j'avais principalement en vue d’établir, après 
avoir démontré que sn?w est une fonction rationnelle de L. L'étude 
des solutions de Lamé qui correspondent aux racines de l’équa- 
üon N —o nous permettra, comme on va le voir, d'aller plus 
loin et d'approfondir davantage la nature de ces expressions de À 
et sn?w. 


LL. 


On a vu au paragraphe XLIX (p. 404) que l’intégrale générale 
de l’équation différentielle n’est plus représentée, lorsqu'on a 
N = o, par la formule 


Yÿ=CF(z)+C'F(—x), 


Er) 
F(— 2x) 
conséquence, nous avons établi que les multiplicateurs de la fonc- 


le rapport se réduisant alors à une constante, et, comme 


tion de seconde espèce deviennent, au signe près, égaux à l'unité. 
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Suivant les diverses combinaisons des signes de et x/, nous 

5 ve U; 
pouvons donc avoir des solutions particulières de quatre espèces, 
Caraclérisées par les relations suivantes : 


(1) F(æ+2K)=—F(x),  F(r+oiK')—=+F(x), 
(ID) F(æ+2K)=—F(x),  F(x+oiK')=—F(x), 
(II) F(x+2K)=+F(x), F(æ+oaiK)=—F(x), 
(IV) F(æ+2K)=+F(x),  F(x+oiK')=+F(x). 


Toutes existent en effet, et les trois premières, où F(x) a succes- 
sivement la périodicité de snx, cnx, dnx, s’obtiennent en faisant, 
dans l’expression générale de cette formule, À — 0, conjointement 
avec & —0,w—=K,w = K + :K'. Nous remarquerons, pour l’éta- 
blir, que, les valeurs de l’élément simple 


f\ x) = ex—iK') X(&) 


étant alors f(x) = ksnx, ikcenx, tdnx, dans ces trois cas, les 
développements en série de f(iK'+e) ne contiennent que des 
puissances impaires de <, de sorte que les coefficients désignés par 
H; s’évanouissent tous pour des valeurs paires de l'indice. Des 
deux conditions obtenues au paragraphe XLV (p. 303), pour la 
détermination de w et À, à savoir 


H, 1 AE h Ho, -3 + ho Ho, Aro 0 dr HS H, + h — O, 
2 H,, + (29 — 2)h: H2,-.2 + (24 — 4) ho H., _, +. > Sr 2h, Ho — 0, 


dans le cas de » — 2y; puis, en supposant n — 2% —1, 


H,,_ + h; Ho, + ho He Te —+ res H, == O, 


(2v— 1), + (av —5)hio 3 +...+ 4H; —h,= 0; 





on voit ainsi qu'une seule subsiste et détermine la constante , 
l’autre étant satisfaite d'elle-même. 
Mais soit, pour plus de précision, 


ksn(iK'+e)= - + pis+ pasi+...+ pretil+,.., 


ml 


| à I 
1k cn(iKi-e) =mi-r gré greg 


à Fa 1 
t dn(iK'+:)= - + rie + rat... + rjetiih...; 


(0) 
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Je poserai, dans le cas de » — 2y, 


P = p,y+ hipy-1+ hopy2+... + hi ipi+h, 
Q = qu+hiqui+ haqu-o+...+ hy 1qi+ hu, 
R=r, + Mira hi rye+r.. +1 +27; 


puis, en supposant ? —2y —1, 


P—(2v—i)p,+(2v—3)hipyi+...+ hi pi—h, 
Q=(2v—i)gy+ (av —3)hiqgu +... + hi 1gi— hu. 
R=(2v—1)r,+ (20 —3)h ra +.. + hi yri—hy; 


cela étant, les équations 
ETES 00, R=—=0 


détermineront les valeurs particulières de } auxquelles corres- 
pondent les trois espèces de solutions que nous avons considérées, 
et l’on voit que dans les deux cas elles sont toutes du degré v. 

Il ne nous reste plus maintenant qu’à obtenir les solutions de la 
quatrième espèce dont la périodicité est celle de sn?x, mais elles 
se déduisent moins immédiatement que les précédentes de Pexpres- 
sion générale de F(x); il est nécessaire, en effet, de supposer 
alors la constante À et snw infinis; je donnerai en premier lieu une 
méthode plus directe et plus facile pour y parvenir. 

Soit d’abord 2 — 2y; je remarque que toute solution de l'équa- 
tion différentielle par une fonction doublement périodique de pre- 
mière espèce résulte du développement 





et sera donnée par l'expression 


—?(k2sn?x) D? (4 sn?x) 


— h +,..+ À, 1(%2 sn? 
F(x) TEST on NETIERES va (Æ?snr) 
Si Sy—2 Sy—1 
FU A pee OO OR PL 5 
+ Ly—150 Ly—2 3 per 3 s. 


Cela étant, disposons de L de manière à avoir 


HR Se: 


£2V UT g2v—2 





h-1 
e2 
TNT enr h,+ hy+1€?, 
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ce qui donne la condition 


V Sy (V — 1) ha sy + (v — 2) Roses RUN TEEN 


je dis que la fonction doublement périodique 


D£F(x)—[n(n+i)k{?snr +h]F(x) 


est nécessairement nulle. Si, après avoir posé æ = iK'!+e, on la 
développe en effet suivant les puissances croissantes de €, non 
seulement la partie principale, mais le terme indépendant dispa- 
raîtront, comme on l’a vu au paragraphe XLIV (p. 392). De ce que 
la partie principale n'existe pas, on conclut que la fonction est 
constante; enfin cette constante elle-même est nulle, puisqu'elle 
s'exprime linéairement et sous forme homogène par le terme indé- 


. . I 
pendant de e, et les coefficients des divers termes en n 


Soit ensuite 7 — 2 — 1; le développement qu’on tire de l’équa- 
tion différentielle, à savoir 


! 
M EC 


I h: ne no 








I ; ; , , 
contenant un terme en —; on doit tout d’abord le faire disparaître 
1-7 


en posant L,_, —o, pour en déduire une fonction doublement 
périodique de première espèce, qui sera de cette manière 


D (2 sn?) D? S(k2sn2x) 
Er) = — EP TS 


Cela étant, et en nous bornant à la partie principale, on aura 


I h: AS 
e2v—1 c2v—3 vu E3 2 


F(iK'+e)— 








il en résulle que, si on laisse indéterminée la constante h, le déve- 
loppement de l’expression 


D£ F(æ)—[n(n+:1)k?sn?x + h]F(x), 
4 ” La . + I 
après avoir posé x —1:K/+e, commencera par un terme en st 
Mais faisons },_, — 0; comme on peut écrire alors 


e: [ h fe he 
FÉER'E) ee Sen UE 
Save €2V -3 €3 5 








? 


n 
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on voit que ce développement commencera par un terme en = qui 
lui-même doit nécessairement s'évanouir, et il est ainsi prouvé 
que, sous la condition posée, le résultat de la substitution de la 
fonction F(x), dans le premier membre de l’équation différen- 
uelle, ne peut être qu'une constante. J’ajoute que cette constante 
est nulle, le résultat de la substitution étant, comme F(x), une 
fonction qui change de signe avec la variable. Soit donc, dans le 
cas de n — 2y, 


S = YS,+ (VV —1)hisy à + (v — 2) hRosv-o +... + has — hy; 


puis, en supposant ? — 2 —1, 
NN Ry-1, 
on voil que les équations 


= 0 00, R= 0; S = 0 


déterminent les valeurs de auxquelles correspondent les quatre 
espèces de solutions doublement périodiques découvertes par 
Lamé, ces solutions ne se trouvant plus distinguées par leur expres- 
sion algébrique, comme l’a fait l’illustre auteur, mais d’après la 
nature de leur périodicité. On voit aussi que la condition N — 0, 
d’où elles ont été tirées, se présente sous la forme 


PQRS —= O, 


et l’on vérifie immédiatement que le produit des quatre facteurs, 
dans les deux cas de »ñ — 2y et n—2y—1, est bien du degré 
2n +1 en h,comme nous l’avons établi pour N au paragraphe XLIX 
(p- 403). 

Voici maintenant le procédé que j'ai annoncé pour déduire les 
solutions de la quatrième espèce de la solution générale. 


DLL 


Je reviens à l’élément simple 
| 








A NE: 
. H'(o) H(x se n), (Sat ne 
RP TS CIRE 


où À et snw sont des fonctions déterminées de A; je les suppose 
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infinies l’une et l’autre pour une certaine valeur de cette constante, 
et je me propose de reconnaître ce que devient, lorsqu'on attribue 
à k cette valeur, l'expression de f(x). Concevons, à cet effet, que 
À soit exprimé au moyen de w; je ferai 


wù = 2 K'+ Ô, 
ce qui donne, après une réduction facile, 


M 'RCPLICE à) pe Juin D 
J(x) = TTB(x)H() \ 


Or nous avons, en développant suivant les puissances croissantes 


de à, 
J'Y sites: 
== — | s— — 0 — — — —— —.,.; 
HA(S NES AAUK 3 5 
cela étant, pour que l’exponentielle 


P- Lit | FEI 
e H à) 


soit finie lorsqu'on fera à — o, on voit que À doit s'exprimer de 
telle manière en w qu’on ait, en supposant w — :K' +6, 


= 
PS 
O2 
— 





PRESS TR ENS Re 


O2| 4 


Cette forme de développement nous donne, en effet, 





et nous en concluons l'expression 


1h ét ( à + X+X, 0 +.. À 
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où le terme indépendant de à, qui sera seul à considérer, est 


AS J IL UT Q'(x) 
X= Quito ge) (ei) + + 


Elle fait voir que les formules, pour n — 2y et n — 2% —1, 


DC Des fa) 
HÉPAND ; F(2v — 2) 


F(x) = — NDLR), 
puis 


Date) sé D?Y-t f(x) 


HAT l'(2v —1) HV 5) 


+... + À HER 


. I L LEET 
contiennent chacune un terme en 5” qui est, pour la première, 





Dia Javse 
Ar KT "0 / 2HRSRILECET SE. 1 h 
eh + hi = ee ANR 

Éz T(2v—) EM TE 


et, dans la seconde, 


22 12 # 
PR er phase 
F(2v—:1) L'(>v — 3) Ë 


IL est donc nécessaire, afin d'obtenir des quantités finies en faisant 
à = v, que À satisfasse à ces équations 


2V—1 2V—3 
À 0 À 0 


Cela étant, les expressions de F(x) se transforment de la manière 
suivante. 
Soit, en général, 
f(x) = exrX, 


en désignant par À et X une constante et une fonction quelconques. 
On voit aisément que la quantité 


ADS f(x) + ADF 1 f(x) +...+ An f(x), 
si l’on admet la relation 


AR AjAt-i+,,,.+ A,=0o, 
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s'exprime, au moyen de la nouvelle fonction 


fi(æ) + ex D, X, 
par la formule 


AD=1 fi(æ)+ (AD + A1)DAET2 fm) 
ee (AI + AyAn—2 +, ie An-1) fi(æ). 


Dans le cas auquel nous avons été conduit, on tire immédiate- 
ment de la valeur de X l'expression 


(TI eholx—iK') À am k? sn?x 
ï} 


et nous obtenons par conséquent pour F(x) le produit, par l'expo 
nentielle ek*, d’une fonction doublement périodique de première 
espèce, composée linéairement avec les dérivées de sn? x. L'analyse 
précédente, en établissant l’existence de ce genre de solutions de 
l'équation différentielle, les rattache aux valeurs de À qui rendent 
à la fois infinies les constantes À et snw; on voit aussi que, dans le 
cas particulier où À, est nul, elles donnent bien les fonctions que 
je me suis proposé de déduire de la solution générale. Mais reve- 
nons à la première forme qui a été obtenue au moyen de la fonc- 


tion 
+ I 
f(æ) —= eholx—iK") (s +X+xô..). 
ehixr—ik) 
Le terme ET AS disparaissant, comme nous l’avons vu dans 


l'expression de F(x), il est permis de prendre plus simplement à 
la limite, pour à — 0, 


RC eholr—iK)X, 


Cette fonction joue donc le rôle d’élément simple; il est facile, 
lorsqu'on fait x — :K'<+ e, d'obtenir son développement et d’avoir 
ainsi les quantités qui remplacent, dans le cas présent, les coeffi- 
cients désignés en général par H,, H,, etc. Nous avons en effet, 
pour x = {K'+2, 





: J He I 1€ 52 €5 
X — —— ie E — cm 
Ou+so r) + re GR 3 5 So 


Multiplions par et les deux membres, et soit 


SNS ; 
EX = — + So Sie +...+ Sie; 
2 
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nous trouverons 








So 6; 
Sa = x ) 
1 \t» 
1.2 
3 ve 
2 — Se DAT 
12223 L 
À4 À? s 
(n (Ù 1 
Sr — re + — —; 
HA PR PP y 5 


Si étant, en général, un polynome du degré £ +1 en À, où 
n'entrent que des puissances impaires ou des puissances paires, 
suivant que l'indice est pair ou impair. Les conditions données au 
paragraphe XLV (p. 392) conduisent donc, dans les deux cas de 
R—= 2, n—2y—1,en y joignant l’équation en À, précédemment 
trouvée, à ces trois relations 


) 2V—1 5 2V—3 
‘0 “oO 


Rs 07 UE She = 6, 
MR Ti, a) AE 100 = 0, 


Say + À Say-3 + ho Says +. .,.+2h 1S1+h=o, 


. 


2V Say + (2V — 2) Say 2 + (2v — 4)ha Say +... + 2hy 1 S2 = 0, 


lorsque l'on suppose nr — 2y, puis 


272 2V—4 

——— "+ he +. + hi —= O, 
LC2v=r) F(2v — 5) 

re PAT —+ h; Sy + lo Soy—6 +. es + he ST — O, 


(2v RE 1)S2y-1 + (2V x 3) hi Says +. . + hy 1 Si — y = O 


pour n —= 2 — 1. Elles donnent le moyen d’obtenir directement, 
el sans supposer la connaissance de la solution générale, les trois 
quantités À, À, et L. Elles montrent aussi qu’on a en particulier 
la valeur À, = 0, à laquelle correspondent les solutions de Lamé. 
Effectivement, lorsque À, est supposé nul, on obtient 

: 
+1” 





2i — O,; SUHEATE S QI = — 





cela étant, dans le cas de ñn = 2y, la première et la troisième équa- 
tion sont satisfaites d’elles-mêmes; la deuxième, devenant 


Sy—o Sv—3 « 
—— — 3 — +..,+ hp + h,= oo, 
: #) 2, w) 


D I: 27 
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ne détermine que À,. Il est donc nécessaire de recourir à l’une des 
relations en nombre infini qui ont été données au paragraphe XLVI 
(p. 394), sous ces formes, 


S:= 0, Dar = his, Doi+ov+1 = Chi. 


» La plus simple est 


Î2 — hy+1; 
ou bien 


— V(2V +1) Hoyis + (0 — 1) (ov — 5) li Hi, 
+ (v—2)(2v —3)h2Ho 3 +... + 3h 1 Hs + hyy1 = 0, 


et nous en tirons immédiatement 


— YSy—(v —1) his, 3 —(v— 92) has 2 —..,— h-181 + hy41 = 0, 


ce qui est l'équation en L précédemment trouvée. 

» En dernier lieu et pour le cas de n = 2 — 1, nos trois rela- 
Uuons se trouvent vérifiées si l’on fait À,_, — 0; on retrouve donc 
encore de celte manière le résultat auquel nous étions précédem- 
ment parvenu par une méthode toute différente. » 








ÉTUDES DE M. SYLVESTER 


SUR LA 


THÉORIE ALGÉBRIQUE DES FORMES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. LXXXIV, 1877, p. 974. 


On doit à M. Paul Gordan, professeur à l’Université d’Erlangen, 
la belle et importante découverte, qu’à l’égard des formes à deux 
indéterminées, les invariants et covariants, qui sont, comme on 
sait, en nombre illimité, peuvent être exprimés tous par les fonc- 
tions rationnelles et entières d’un nombre essentiellement fini 
et limité d’invariants et covariants fondamentaux, nommés, pour 
ce motif, Grundformen. Cette proposition capitale vient d’être 
étendue par M. Sylvester aux formes les plus générales, quels que 
soient leur degré et le nombre de leurs indéterminées, et je me 
fais un devoir de reproduire les termes mêmes dans lesquels 
l’illustre géomètre m’a chargé d'annoncer sa belle découverte. 


Baltimore. — Depuis mon dernier envoi, avertissez l’Académie 
que J'ai résolu le problème de trouver les Grundformen complètes 
pour des quantités quelconques avec » variables. 
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Soit 
 HORIREAN 





on peut à l'aide de cette fonction représenter toute fonction 
uniforme, ayant pour périodes 2K et 2:K’, par une formule 
entièrement analogue à celle d’une fraction rationnelle décom- 
posée en fractions simples, à savoir 


F(x) = const.+ AZ(x—a)+AiD,;Z(x —- a)+ AD2Z(x—a)+.. 
+ BZ(x — b)+ B,D;2(x — b) + B,:D£Z(x — b) +... 


+ LZ(æ — 1) HI DLZ (x — À) IDE ZONES 


où les constantes A, B, ..., L sont essentiellement assujetties à 
remplir la condition 
ASE PERRET = 0. 


C’est cette expression, dont j'ai fait usage dans bien des circon- 
stances, que je vais employer à la recherche des coordonnées d’une 
cubique plane en fonction explicite d’un paramètre. Je pose à cet 
eflet 
æ=%+AZ(t—-a)+B Z(t—b)+CZ(t—c), 
Yÿ=Jo+A'Z(t— a)+B'Z(t—b)+C'Z(t— c), 


avec les conditions 


A+B+C—=o, A'— B'+ C'=o, 
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de sorte que les coordonnées x et y se trouveront des fonc- 
tions linéaires des deux différences : Z(t—a)—7Z(t—c) et 
Z(t— b)—Z(t— c). Cela étant, Je remarque que x°, xy, y° 
étant des fonctions doublement périodiques uniformes aux 
périodes 2K et 2#K/, s'expriment linéairement, d’une part par 
ces deux différences, et de l’autre par les dérivées D,Z(t — a), 
D,Z(t—b), D,Z(t—c). Et pareillement, si l’on considère x, 
x?y, xæy?, y*, il résulte de la formule générale qu’on aura 
seulement les dérivées secondes D'Z(t1— a), D?Z(1—b), 
D?Z(t—c), à joindre aux dérivées premières et aux deux diffé- 
rences. Ce sont donc huit fonctions en tout, entrant linéairement 
dans les neuf fonctions doublement périodiques, que je viens de 
former, et la relation du troisième degré entre les coordonnées > 
et y en est la conséquence immédiate. J'ajoute que ces coor- 
données renfermant, en premier lieu, les constantes &, b, c, ou 
seulement &a — c, b—c, car on peut mettre £ — c au lieu de £, 
puis les coefficients A, B, A’, B’, et enfin x, et »,, contiendront 
huit arbitraires, de sorte qu’en y joignant le module de la transcen- 
_dante, on aura bien le nombre maximum égal à neuf, des indéter- 
minées d’une cubique plane quelconque. 
Soit maintenant 


æ = %o+ À ZL(t—a)+B ZL(t—b)+CZ(t—-c)+D Z(t— d), 
Y=Yo+A'Z(t—-a)+B'Z(t—-b)+CZ(t—-c)+D'Z(t— d), 
3 = 3+A'"Z(t—a)+B'Z(t—-b)+CZ(t—-c) + D'Z(t— d), 


avec les conditions 
ZA = 0, DA —'0, A0: 


Ces trois quantités d’une part, et celles-ci de l’autre, à savoir : æ?, 
Hé Z 2, ZY, Tz,, yz, Sexprimeront en fonctions linéaires de 
Z(t— a)—Z(t—d),2(t1—b)—Z(t— d), Z(1—c)—Z(t—d), 
et des quatre dérivées D,Z(f — a), ete. On a par conséquent sept 
fonctions, dans l'expression de neuf quantités, qui dès lors sont 
liées par deux équations, de sorte que les quantités considérées 
représentent bien l'intersection de deux surfaces du second ordre, 
et comme ci-dessus, on voit qu'elles contiennent le nombre d’arbi- 
traires maximum que comporte une telle courbe, lequel est égal 
à seize. 
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Je reviens à la Géométrie plane pour considérer les courbes de 
Clebsch, dont les coordonnées sont des fonctions elliptiques d’un 
paramètre, que je prends sous la forme suivante : 


= 04 À LE QNE B Z(t — BYE ITR 
Yÿ=Y0KA'Z(E = a) LB'Z(t— b) EMEA 


en supposant toujours 


HA —= 0. SA 0, 


Le succès de la méthode précédente dans le cas de la cubique m'a 
fait tenter d'établir par la même voie que x et y salisfont à une 
équation algébrique d’un degré égal au nombre des transcen- 
dantes : Z(t— a), Z(t—b),..., Z(t— 1). Mais les choses se 


passent alors moins simplement. Considérez en effet les diverses 


fonctions homogènes de x et lusqu'au decré 1, dont le nombre 
£ > JUSq RE ve 


1e : X - 
Séra2+3+...+u+i— : (?+ 3u), et soit m le nombre des 


transcendantes. Toutes ces fonctions doublement périodiques 
s'expriment linéairement par les différences : Z(t— a) — Z(t— 1), 
Z(t—b)—Z(t—1),...,en nombre nm — 1, puis par les dérivées 
jusqu'à l’ordre 1 — 1, des quantités Z(£ — a), c’est-à-dire en tout 
par m—1+ m(u—1) fonctions. Afin donc de pouvoir effectuer 


l'élimination de ces fonctions, je pose la condition 
I : : ‘“s 
5 LP SUN) (LT) 


qui me donne 1 — 2m — 3, de sorte que je parviens par cette voie 
à une courbe d’ordre 2m — 3, au lieu d’obtenir l’ordre m. Le 
procédé qui réussit dans le cas de » — 5, donne donc en général 
un degré trop élevé, et j'ai dû complètement y renoncer, comme 
méthode d’élimination. Mais l'existence, au moins, d’une équa- 
on de ce degré m se prouve très facilement. Considérez pour 
cela une droite arbitraire ax + f$y +7y—o, dont les points de 
rencontre avec la courbe s’obtiennent en déterminant { par l’équa- 
tion 


ALo+ BYo+ y +(Au+A'0)Z(t—a)+(Ba+ B'R)ZL(t—b)+...= 0. 


Le premier membre de cette équation est une fonction double- 
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ment périodique qui devient infinie pour les m valeurs 
NP D PACA 


Elle ne peut donc s’annuler, d’après un théorème connu de la 
théorie des fonctions elliptiques, que pour m» valeurs de 4, dans 
l’intérieur du rectangle des périodes 2K et 22K/, et la courbe ne 
pouvant être coupée qu'en 72 points par une droite quelconque, 
est bien d’ordre m. 
Ce même raisonnement appliqué à la polaire, dont les coor- 
données sont 
X — PeaRe ? Y — ee. 
gy'— y TY'— z'Yy 
en détermine le degré. 
Effectivement les intersections de cette seconde courbe avec la 
droite a X + 8 Y ++y— 0 sont données par l'élément 


ap PT Tr Y(my —yzr)=0, 


et vous voyez, que son premier membre est une fonction double- 
ment périodique, admettant les infinis doubles { = a, b, ..., l,de 
sorte qu'on a 27 racines, et par suite 272 points d’intersection. 
Connaissant l’ordre de la polaire des courbes de Clebsch, à — 2m, 
le nombre d des points doubles de ces courbes en résulte immé- 
diatement, comme conséquence de la relation 24+4+0— m(m—1) 
donnée dans mon Cours d'Analyse (p. 385); on trouve ainsi par 


. : Te I 
une voie facile la proposition fondamentale d — ; m(m —5) 


démontrée par Clebsch (t. 63 de ce Journal, p. 189). 


Paris, 


29 Juin 1876. 


P.-S.— La détermination des points d'inflexion de la cubique 
plane, et des points stationnaires de la quadrique dans l’espace, 
dépendent des équations suivantes : 


L'(t—a)—Z(t—c) L'(t—-b)—7Z'(t—0c) 
AR) ET OP AT TE C0 
et 
PR ZG Do Zi by (td). (6-0) L' (td) 
2 D) 2h 7e d) (to) 7" (td) | 0 
DU à) 7Z"{ d) Z"( D) Z"(t_d) Z"(t—c)— Z"(5—d) 
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Je me suis proposé de calculer les déterminants qui forment les 
premiers membres, et j'ai trouvé les expressions suivantes. Soit 
pour abréger 


P(a.b,c) —H(a—b)H(a—c)H(b—c), 
P(a,b,c,d)=H(a—b)H(a—c)H(a—d) 
H(b—c)H(b—d) 
H(c — d), 
le premier déterminant est 
; P(a,b,c)H(3—-a—b—c 
É CYR ETC R 
et le second 


H'(oy P(a,b,c,d)H(4t—-a—b—c— 4) 

O ———— —————— —— — ———— ————— —————"""  ———— ———— ——…——— … … …  _"———— . ….…. . " —_— 
[H(t—a)H(t— b)H(t—c)H(t— d)]* 

Les beaux résultats découverts par Clebsch sont la conséquence 

de ces expressions qui m'ont amené à considérer, en général, le 

déterminant à 2 — 1 colonnes 


ZL'(t—a)—  ZL'(t—1) L'(t—b)— Z'(t—1) ... L'(t—k)—  Z'(1—1) 
ZL'(t—a)— Z'(t—-1) ZL'(t—b)— Z'(t—1) ... L'(t—k)—  Z'(t—1) 
Zn-1(i—a)— 2 tit) Zn b)—Znt(t—t) ... Zn k)— Ze t(t 1) 


où «a, b,..., k,l sont » constantes. Si l’on pose comme précédem- 
ment 


Pa,b,...,k,l)=H(a—b)H(a—c)...H(a— 7) 
H(b—c)...H(b—7) 


on trouve qu'il a pour valeur 


—D(a+2 b(a,b,...,k l)H(nt—-a—b—...—1) 


1 
| PÉRAT 
u H'(0) TAG GRG— 0). 


ue désignant un facteur numérique. 


Paris, 29 décembre 1876. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE À M. BORCHARDT 


SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 


Journal de Crelle, t. 84, 1878, p. 61. 


‘ 


Les propriétés de la fonction de Jacob Bernouilli établies par 
M. Malmsten dans son beau Mémoire sur la formule 


} r 
hu, = Aux — - hAu, +... 
2 


(t. 35 de ce Journal, p. 55) peuvent être obtenues par une 
autre méthode à laquelle m'ont conduit les recherches que vous 
avez publiées, t. 79, p. 339. Reprenant à cet effet l’équation de 
définition, à savoir 


ehx — ; 








À 


20e 
md ES 


Pl 
de sorte que l’on ait pour + entier 
SP) 22 + 30. (a); 


je remplacerai d’abord À par #X, ce qui donnera 


12 1. Sr dd 
À s'tAx StAX — SLAXT stA(X—1) - 
eik&— 1 € et _ —e * GE sinz À 


eil— ] 13/1; AS sin + À 
2 2 2 
e e e 


sinthzr cosiÀ(x —1) “ ;Sinshe sin+x(æ—1) 
———————— Er D 


sin + À sin } À 
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et l’on en conclura ces deux égalités, où je fais pour abréger 
COTE PPT EC 


. h . 14 QE ) 
MED La s(zh— SG + 2 7 SC — 
Sin 3 À (3) 
sinsÀæcosSsÀ(x —1) } 
(01 DS RE LOT )9 — (34 SSGh+T = St&h— 


Ceci posé, la formule suivante dans laquelle B,, B:, etc., désignent 
suivant l’usage les nombres de Bernouilli 





nel I 
log sin -2 = l0g - x — — — — — — —,,.— —— 
» 2 dire 


conduit à une expression analytique des polynomes S(x),, qui 
met immédiatement en évidence les propriétés découvertes par 
M. Malmsten. En considérant d’abord la première de nos deux 
relations, on en déduit en effet 








sint\zsintÀ\(æ—1 1 Bi 
CE CR —(1—-x}] T ps 
B3 ue 
fit —(1— x) = 
Cr 
+. cotes ve RS ”. 
À272 
RE de y nes nan 2-2 NC Le 
fe ts des: 2n 


Posant donc 
Xy=i— d— (1— x)" 


et observant que 
Xi=—92%(x — 1), 


nous avons cette formule 


sin+\æsint\(æ—1) À ar à CN 
Ans RS rar 
sin + À 


dont voici les conséquences. Je remarque que le développement 
de l’exponentielle, suivant les puissances de À, donnera pour le 
coefficient d’une puissance quelconque de cette indéterminée, 
une fonction rationnelle et entière des quantités X,, X2, ..., X», 
dont les coefficients seront tous positifs. On trouvera successive- 
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= 
Re) 
NI 


ment, en effet, 





: I 
S(T)1= — ist 
1 9 
S(x )s= 16 X$, 
ST); = — ms EX MA), 
S(æ)1= ——(16X1X5 + 42X2 X2+ 35X4), 


2304 


WU vie AN RES Ce CR IRRNNTe N e en Ale Ua en nt re)» © o1% eo 21e «4 + ta 


Or X, qui s’annule pour æ = 0 et x —1, n’admet dans l’inter- 
valle de ces deux racines, qu’un seul maximum, correspondant 


\ I UT ; 
à la valeur x — 5’ comme le montre la dérivée 
D>X»} =—onx2-l+,) n(1 — æ})?n—1, 


Cette valeur ne dépendant point de n, fournit par conséquent le 
maximum de toute fonction rationnelle entière et à coefficients 
positifs des quantités X,, et il est ainsi prouvé que le poly- 
nome (—1}* !S(æ)onys, est positif quand la variable croît 


\ s I 
de æ = o à x —1, et acquiert sa valeur la plus grande pour x — -. 
2 


Je passe à l'équation (2) qui concerne les polynomes d'indices pairs, 


sing À(2æ—1) 


’ 2 s I 
el en écrivant le premier membre sous la forme 5 ue : 








sin + À 
a TS : , .., SinA(2æ—1) 
je développerai le logarithme de la quantité ==. On sera 
à Sin 3 À 
ainsi amené à employer l’expression 
NÉ Te (27 —1)2#, 
qui permettra d'écrire 
in L Lie CE Vous 
1 RCE La log(2x — 1) + PIRE LEA cs + 
O CRT OM 7 . 
sin + À (2) 2 (4) 4 


et par suite 


BYXATREN XIE AS 
TE EN TT RENE 
(22 —/})e Lies 11 








sintA(2z—1) 


ri 
sin + À 


0 A A CAT | , , 4 
Les polynomes X} possèdent la même propriété que les précé- 
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dents de s’annuler pour x —0o, x —1, et de n’admettre dans 
Ce , . 5 I 
l'intervalle qu'un seul maximum correspondant àT— =. Il en est 


donc aussi de même de tous les coefficients des puissances de À 
dans le développement de l’exponentielle, et en exceptant seule- 


ment S(æ)s, nous avons cette seconde proposition que les poly- 


(—1)}" S(zx). ae ù 
nomes a sont positifs de æ = 0 à æ —1 avec un seul 


Fi . I 
maximum dans l'intervalle pour æ =: 


La facilité avec laquelle les propriétés des polynomes S(x); 
résultent de la forme trigonométrique de leurs fonctions généra- 
trices conduit à employer ces mêmes fonctions pour établir la 
formule de Maclaurin. À cet effet je partirai de la formule élémen- 
taire 


fur V de = U?2-1V — Urr2V'+...— UV + f Uvrr dx, 
où U et V sont deux fonctions quelconques de la variable +, dont 
les dérivées d'ordre k sont désignées par Uf et VÂ. Posons pour 
abréger 

D(æ) = U22-1V + U2r-3V" +... U'V?n-t, 

W(æ) = U2r-2V'+ Von VE U Vin, 


ce qui donnera 
[uv dx = P(r)—VW(x) + [uv (3 ri 


en laissant arbitraire la foncuon V, je prendrai 


« 


sin+Àæ sin+À(æ—1) - À3 


be M 





S A 
sin + À (75h 


et 1l sera facile d'obtenir les expressions de D(x) et W(x), si l'on 


il 1 
CoOstÀ — cosSÀ(2T—1 
met U sous la forme CORSA SE), Ayant en effet 


2 sin + À 


STE 

. COSS (27 —-1 

U?2# — (— [)Æ À2# DT er 
2 sin+ À 


. 14 
SINSA(2T — I 
Uk = (— 1yr Art PORTE 
2 Sin + À 
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on trouvera 


sin? À(2x — 


P(x) == (— 1)" 1) [A22—1V = XIn=3 V7 JU (— 1)2À V2a-—? |, 


2 Sin + À 
cos+A(2æ—1) 


(x) =(— 1)#=1 À RTS 


[A22—2 Vi }an—b \ RES pr (— 1) V2n-1 ] 


Maintenant désignons les valeurs de VA pour x=1 et x = 0, 
par Vi et V", de ce qui précède nous déduirons les formules 


P(1)— W(o) — _. PART ONE VS) — Anse Ur NET 
==? 1—\ L É 
D) (0) = OT PSE pan a( Vi — Vs) — an (VT VS) +. 
2 sin + À 
cos + À 


(Vi I — À A 


2 Sin + À 
dont la première comme on voit renferme des sommes et la seconde 


des différences. Soit encore 


GA} A7 2(Vi+Vo)—À?2— 2OW VE )+.. + (— 1) A(V2n-2 + Vèn-2), 
WA) = À?*- 2(Vi—V,)—2}2#- (VV) (AVS Vins) 


en remarquant que le terme indépendant de À disparaît dans la 
seconde formule, nous pouvons écrire 


É— [ )/2 





PURE S (À), 


2 


(— 1)2-1 cot +2 


W(1) — Y(0) = - 


YO), 


et l’on en conclura, en prenant pour limites des intégrales zéro et 
l’unité, la relation suivante : 


vf jar 2 "El Var 


> Sins UN 





—_ __ pn—1 1 Ce s4À DATES 
4 Dre ÉLE (— 1}2-1 cotÀ À Lo) + [ co D à r 1) yon ee 
2 2 0 2 SIN À 
ou, plus simplement, 
1 1 En 
pi D 1), où YO) + f UV? dx. 
à 2 sin 3 À 2 lé 
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Elle donne parmi divers résultats la formule de Maclaurin que j'ai 
eue principalement en vue, et qui s'obtient, comme on va le voir, 
en égalant les termes en }?*71. Posons en effet V = f(x5 + x), 
d’où 
Vé= hh fk(xo+ h), VF RECU 
; NA. RRr RATE : 
le coefficient de À22-1, dans la quantité - cot-AL(À), s'obtient au 
: d ) D A . 


moyen de la série 


I I 
2 COL = dE — ee —— 


sous la forme suivante : 


Se FE (æo)] + “ LP" ro he) — far 15e 


B,- ce PT 


(GIE 





+ (=— A ls 1 de 3(To+ h) — f?r— (TON 
D'ailleurs, dans #(1), le coefficient du même terme est simple- 
ment 

Vi Vo= f(ro+ À) + f(ro); 
dans la fonction 

; M5 Le 
DIEM S(T )1 — (3) S CS à 
— 1)" 1 


En—1) 


son expression ee D (Lier 1; onest par conséquent amené 


à l'égalité 


[ Feo+ha)de = I f(re+ + Sao) = LS Ga) = So) 





B2h3. h 
7)  * (to)] +... 


DARAUEtT 


pe. (— 1) Core 


NUS 3(%0 se h)— f?rr3(x)] 


US 1 dX 


(27 —1) 


qui se ramène à la forme habituelle, en remplaçant dans le premier 


1 Xo+h 
membre l'intégrale 4} f(to+ x) dx par ‘1 f(x)dx. 
0 es 


La proposition de M. Malmsten à l'égard de S(x)2n_4 permet 
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ensuite d'écrire 
1 1 
1 ACT + hx) S(T )on-1 dx = f(x + 0) f ST )an-1 dx, 
LA 0 0 


1 
Ü étant compris entre zéro etl’unité. Quant au facteur f S(T)en-1dZ, 
0 


(— 1)” —-1)272—1 


il est donné par le coefficient de 
M7 Tr) 


» dans le développe- 
ment de l’intégrale 


[ cos? — cos(2x — 1)+X 


RAT 
— dr = "2COU=X: 
Jo 2 sin > À 2 2 


d’où la valeur 


1 
f S(T m1 dr = (—1)"B,, 


A0 
de sorte que la formule ordinaire s’obtiendra en remplaçant dans 
le premier membre l'intégrale 
; Lo+h 


| 
1 Î(&o+ hx) dx par A f(œ) ax: 
0 


Dar 


Paris, 7 avril 1877. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT 


SUR LA 


FORMULE D’INTERPOLATION DE LAGRANGE. 


Journal de Crelle, t. 84, 1858, p. 50. 


Je me suis proposé de trouver un polynome entier F(x) de 
degré 7 — 1, satisfaisant aux conditions suivantes : 


F(a)=f(a),,  F'(a)=f'(a), .…,  Fa-t(a) = fai(a), 
F(b) = f(d), F'(b) = f'(b), 1. FP=1(6) = fPau(ON 
F(4) = (0), F'(2) = f'(L), FA-1(4) = 0h00 


où / (æ) est une fonction donnée. En supposant 
x2++...+À=n, 


la question comme on voit est déterminée et conduira à une 
généralisation de la formule de Lagrange sur laquelle je présen- 
terai quelques remarques. Elle se résout d’abord facilement comme 
il suit. Je considère une aire s, comprenant d’une part, &, b, ..., 
l, et de l’autre la quantité x; je suppose qu’à son intérieur la fonc- 
tion f(x) soit uniforme et n’ait aucun pôle; cela élant je vais établir 
la relation 


Fo) fie) = LE CREER E Cr URSS 


da, 
2T J, (æ—z)(z—a)*(z— b)B...(3 — 1} 


l'intégrale du second membre se rapportant au contour de s, et en 


même temps donner l'expression du polynome cherché ES 
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Faisons pour abréger 


P(æ)=(x—a}t(x—b)P...(x— 1} 
et 


SEE LOIR 


(æ—3)d(z) 


l'intégrale curviligne sera la somme des résidus de v(3) pour les 
valeurs 3 — a, b, ..., let 3 — x. Le dernier de ces résidus est 
évidemment — f(x); à l'égard des autres, en considérant pour 
fixer les idées celui qui correspond à 3 — 4, je vais le déterminer 


par le calcul du terme en . dans le développement de o(a+ Ah), 


suivant les puissances croissantes de h. 
Observons d’abord qu’on a 


P(a+h)=h@t(a—b+hB(a—-c+h)Y...(a—l+h}, 
de sorte qu'en posant 
(a—b+RYB(a—c+h)Y...(a—l+h)-À 
=A+A; h+AQh +... + Ag ahaIi+,.,, 
nous pouvons écrire 


f(a+h)b(x) 


He NS Ce) 7e 


| À a Ah ie Aoh? +. ir: 


Effectuons ensuite le produit des deux séries 





V h x h? Ra-1 
OP PQ Sa) — +. fa) 
cÉML P h k? #4 ha—1 
T—a—h x—a Ce çe — ap IN (æ— a) ds 
il est clair qu'on aura pour résultat 
f(a+h) X, Xh X, h? X 4-1 A1 
. — Re ————— me M Ge Cor nee nm ER à 
x—a—h x—a (x—a} (x—-a} (æ — a) 


X; désignant un polynome entier en x du degré £. I résulte que le 
résidu cherché, étant le coefficient de A%°1, dans le produit 
P(xz)| A + Aih+ A h+...+ Ag1ht—1] 
x | Xo X,h X2 h°? X &-1 | 
T3 ? 


HR HaMNE (2 — à PME a ja 





H. — III. 28 
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aura pour expression 


AX3-1 À Ai X 50 À 1 Xo 


ou encore 


(æ—b}P(x—c)...(æ—1} 
X [AXa-1+ Ai o(m— a) +...+ Ag Xo(æ —a)t 1]. 


C’est donc à l’égard de la variable +, un polynome enter de 
degré a+B8+... +Â—i1—n—1;ilen est de même des autres 
résidus de © (3), et par conséquent leur somme que je désignerai 
par F(x) est bien un polynome entier de degré nr —1, dans la 
relation que nous venons d’obtenir 


(3) P(: 
F(x) — f(x) = ee J'ÉLST às 


2LT 


Observez maintenant que l'intégrale du second membre, ren- 
fermant comme facteur, sous le signe d'intégration, la fonction 
D(x), s’annule ainsi que ses dérivées par rapport à +, jusqu à 
l’ordre 4 — 1 pour x = a jusqu'à l’ordre $ — 1 pour x = b, etc. 
[l est ainsi immédiatement mis en évidence que F(x) est le poly- 
nome cherché, toutes les conditions à remplir se trouvant en eflet 
satisfaites. Mais de plus, nous obtenons une expression de la dif- 
férence entre la fonction et le polynome d’interpolation, sous une 
forme permettant de reconnaître qu’elle diminue sans limite, 
lorsque le nombre des quantités a, b, ..., l, ou bien les exposants 
2, 8, ..., À vont en augmentant. Effectivement, sinous admettons 
que tous les cercles passant par le point dont l’affixe est x et 
ayant pour centres les » points &, b, ..., | soient contenus à 
l’intérieur de s, les rayons de ces cercles, c’est-à-dire les modules 
de x—a, x—b, ..., seront respectivement inférieurs aux 
modules des quantités 3— a, 3—b,..., 3 — 1, lorsque la variable z 
décrit le contour de l'aire. 


P(x) 
P(z) 
peut ainsi devenir moindre que toute quantité donnée, lorsqu'on 


Le module du facteur 





entrant dans l'intégrale curviligne 


augmente le degré du polynome Htc). 
Cette considération est d’ailleurs exactement celle dont on fait 
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usage à l’égard du reste de la série de Taylor, 


I f(z)(x — a) 


Atraholtiat) (2) 


lorsqu'on veut établir la convergence de cette série pour des 
valeurs imaginaires de la variable. J’ajouterai cette remarque que 
la différentiation par rapport à « donne 


dR _a(æ—a)t f f(:)ds 


da DUT fe Cz — ajxrie 


de sorte que la formule 


(x) Vic f(z) dz 
FE Sr J,(3—a)4+rt 


dR En (æ— a)! f\a(a) 
da CRT 


permet d'écrire 


et l’on en conclut, R s’évanouissant pour a = x, la forme élémen- 
taire du reste 


B = [ (æ—a)}1fa(a)da 


RER AI 


Après avoir rattaché à un même point de vue la série de Taylor 
et la formule d’interpolation de Lagrange, qui s’obtiennent, 
comme on voit, en posant 


P(z)=(z—a}% et  P(x)=(x—-a)(x—6)...(æ— 1), 
Je vais considérer un nouveau cas et faire 
P(z)=(z—a}t(x-—0)$. 
S1 l'expression des polynomes F(x) devient alors plus compli- 


b 
quée, l’intégrale fr F(x) dx donne, pour la valeur approchée de la 


b 
quadrature [ J(x)dx, un résultat très simple, auquel on par- 
«a 


vient comme il suit. 
Nommons À et B les résidus correspondant à == a et 3: —b 


de la fonction 
f(z) (x — a)4(x — bP 


PE (æ — 3) (2— a)e(z —b} 
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de sorte qu’on ait 
F(æx) — A —+- B, 


je montrerai d'abord que les intégrales 


b b 
AL AGE B= [ B 72 


se déduisent immédiatement l’une de l’autre. Ces quantités sont 


en effet les coefficients de +, dans le développement des expres- 


h 
sions 
b b 
1 AM) dr à f(a+h) (æ— a) (x — b)P dx 
PR ht(a—b+h)}PJ, æ—a—h 


b 
re F: J(b+Rh) "(x — a) (x— a) (x—bP dr 
l Apr Et æ—b—h 


Or écrivons pour un moment 


___f{a+h)  f'(a—a}(z—0hdr, 
GR mn TT DL ET 


et permutons à la fois, d’une part & et b, et de l’autre à et 6, ce 


qui donnera 
(ONE — a)*(x — bb dr. 


(æ 
b 6 = LT 
(Pre ie ee Do æ—b—h 1 


on voit que le second membre de cette égalité étant — 2, on a 


simplement 


b 
fÉ F(x)dx=(a,b,a,8)—(6.a,$, «): 


Cette remarque faite, posons »m = à + $ ; la formule élémentaire 


b 


donne le développement 


l(x— a)2(b — x)8 dx 
æ—a—h 
__T(a)T(B +1) rs DR) TIREUR 
Dee) UE Se CR T(m) 
T(a + 2)T(É+n,y 
F(m—1:) 


77 yn—1 h 


(b— ajm2h2+..., 


n 
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Faisons encore h —(b — a)t, on pourra l’écrire sous cette nou- 
velle forme 


T(a)T(Pæ+r),, "| LANDES M( M ai) NS | 
T(m+i) CEE? RER Dre-ntesN ; 


Cela étant, nous effectuerons la multiplication par le facteur 
(a—b+h)$, ou plutôt par la quantité égale 

(— DB(b— a) B(1— 1)-8. 
Des réductions qui se présentent d’elles-mêmes montrent que le 
produit des deux séries 


m(m —1) ë m(m—1)(m—2) 
(4 —1)(x —2) (æ—1)(x—2)(x — 3) 


ne . PG+1(B+2) 
RS 


m 
omerisn +, .., 


LT... 


a la forme simple 
RE APE D Na UBEmUP 2) 2(PHI(B+2)(P+3) 
ce 1.2(4—2) 1.2.3(4x —3) 


| 2B+n (BH)... (B+a—r) 


AE D À PRE Er CNE à 
de sorte qu’on a 
[ ‘(@—a%(æ—0fdr _T)rEB+n, _aT. 
(a—b+h} ; MES h T(m +1) 


Mais il est préférable, en gardant seulement les puissances de , 
dont l’exposant est inférieur à 4, et qui nous seront seules utiles, 
d’ordonner le second membre suivant les puissances décroissantes 
de cette quantité. On obtient ainsi 


I D(x— aÿ(x — b)8 dr 
(a—b+h})pJ, Eee om 
a(a—1) (b—a)}?h2—2 


2 
= —(b—a)h4 1 + 
m m(m—1) 2 


a(x—1)(x —2) (b—a)h4-3 
m(m—t1)(m—2) 3 


En dernier lieu, re par le facteur 


fa +h)=f(a) +f (at ra EEE D dl eee 
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pour former le coefficient du terme en %-', qui est la quantité 


cherchée, nous parvenons ainsi à l'expression 


(a,b,a, 8) = = (b—a).f(a) + AT ann (b— a) fie) 


1.2...M(mMm—1) ne 
a(a—1)(x—2) (b—a}f"(a) 
+..., 
m(m—1)(m —2) 1.2: 


dont la loi est manifeste. 
On obtient d’une autre manière cette formule, en partant de la 
relation 


f uv» dx = @(x) + œuf vur LE 
où J'ai fait 
E(æ) = UV-1— U'Vm-2+ U'Vm-3 .. 


Prenons en effet U = f(x), V =(x — a) (x — b)%, avec la condi- 
uon à + Ê = m, de sorte qu'on ait V#—1.2...m. On en déduira 
en intégrant entre les limites x = a et x = b 


b 


b m 
Î fa) de = SR D f fm(æ)(æ— a)8(x — b)* dx, 


.m ICDERTUTE 


et il est aisé de calculer O@ (a) et 0(b). Il suffit en effet d’avoir les 
dérivées successives de V—(x—a)8(x—b)* pour æ=a 
et æ—b; or les premières s’obtiennent en faisant + =a+h, 
et sont données par les coefficients de A8(a — b + h)*, les autres 
résultant semblablement de l'expression A%(b — a + hf, et l’on 
trouve ainsi 


8(a) _ «x a(a—1) (a—b} f'(a) 

a. .m ini) IIS 1.2 
a(a— T1) Co a — 0) OU 
m(m—1)(m—2) 1:30 ra 


Ecrivons cette quantité de la manière suivante 


O(a) 
1 US 


a(a—1) (ba) te 


X 
> Tin ner 12 


a(æa—1)(a—2) (b—a} f"(a) 


o: 


m(m—1)(m—2) 125 
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on aura de même 


HAN DURE FO Da Can SO 
VENT AR NT, j.2 
Po RP nece— 6 T'ES | 


m(m—i1)(m—)2) HE CRS. 


et nous sommes ramenés à la formule précédemment obtenue. 
Mais on trouve, par cette méthode, que la différence entre l’inté- 


b 
grale 1 [(æ) dx et sa valeur approchée est la quantité 


mm b 
_— sl f(x)(x — a)P(x — by dr, 


où le facteur (x — a)ÿP(x — b)* conserve toujours le même signe 
entre les limites de l'intégration. 
Ecrivant donc 


b b 


[ Fnta)ta— ae —6s de = fe) f (x — a)B(x — by dr, 


« « 


en désignant par £ une quantité comprise entre & et b, on voit 
que pour une valeur donnée de m, l’approximation obtenue dépend 
du facteur 


b 
[ (æ— a) (x — b)* dx, 


ce qui conduit à déterminer « et ÿ par la condition qu'il soit le 
plus petit possible. Or on trouve aisément que le minimum du 


; . à S : m ; 
produit T(x)T(m—x) s'obtient en faisant x — es Parmi les 


diverses formules qui se rapportent à la même valeur de m, c’est 
donc celle où 4 = $, où figure par conséquent la dérivée de l’ordre 
le moins élevé de la fonction f(x), qui conduit en même temps à 
l’approximation la plus grande. 

En particulier on trouvera, pour a = $ —1, 


sl 


fæ)dæ = =(b—a)[f(a)+f(b)]— (b — a f"(E), 
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puis en supposant a = Ê — », 


b 


f fdez  L(b—a)l fa) + ft 


« 


[ 





+ (b— a [f(a) —f(b)]+ CE — af" (E). 


Paris, 5 juillet 1877. 


POST-SCRIPTUM. 


J'ai réfléchi de nouveau à ces deux origines de la série de 
Taylor, suivant qu’on la déduit, au point de vue élémentaire, de 
l'intégrale définie 


1 


1 u)x fa+i(u) me 


FD USA 


ou bien sous un point de vue analytique plus étendu, de l'inté- 
grale curviligne 


1 


BP ic One. 
2 UT DE 


T—3)(z—a)*+! : 


et J'ai pensé qu'il devait être possible pareillement d’arriver au 
polynome d’interpolation par une autre voie qui n'exigerait pas 
l'emploi des variables imaginaires et des intégrales curvilignes. 
C’est en effet ce qui a lieu, mais 1l faut recourir comme vous allez 
le voir à la considération des intégrales multiples. 

En posant 


I{z)=(3—4@0)(7—"@«@;)...(3— ax) 


j'envisage l'intégrale 








fe. 


2,17 SLR IE à 


où la fonction f (3) est supposée continue à l’intérieur de l'aire s, 
qui comprend tous les points ayant pour affixes @5, @;, ..., an. 
Si l’on désigne par f*(z) la dérivée d’ordre nr de f(z) et qu’on 


fasse 


u—=(ao— dl +(ai— G)lo+...+<(an 1 — An)tn + An, 
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l'intégrale curviligne s'exprime comme il suit au moyen d’une in- 
tégrale multiple d'ordre nr. On a 


BAS = Laine a | fr 
ge of din Î Gégert ie TR f"(u) dt:, 


0 0 


et nous allons aisément le démontrer. 
Il vient d’abord en effet 


Lo RUN = o) Lo à Ua — A2)la ERA 
Mdr — Se 
Do I 


0 
A SIT ai — ao)ta+ (Ar — aa)t3 +. HR an | 
D SR OR A PR RE 
di — 


puis successivement 


ls; la n—2 EE | ee: se Le : 
1 AONTE MOesent ec see 
0 0 


(&o — di )(4o — 2) 
(Gi — &o)(&i — &2) 
(42 — ao) (42 — &i) 


| à ; PE RE RS RSS 5 EE n 
en 
0 0 


— 


—— 


(Ao— &1)(Ao— A2) (ao — 43) 
(ai — &o) (di — &:)(41— &3) 
(Go — do) (42 — 41) (A2 — 43) 
e fn-3 [(as É. ar )ts +(@ —_— as)ts +. - an] 
(43 — dao)( 43 — 1) (43 — 2) 


en faisant usage des identités élémentaires : 


I J I 
(Gy— a;)(4o — &2) D: (@i — &o)(4i — &) Er (42 — &y) (42 — &1) 7 


I I 
(&o— &1) (Ayo — Ga) (do — 43)  (a1— @o)(4i— a) (ai — &;3) 
I I 


== 0. 


(A2 — d)(A2— &i)(a2— a3) Le (43— Ao)(A3— 2) (az — 1) 4 


En dernier lieu, et sans qu'il soit besoin d’entrer dans des détails 
que la simplicité des calculs rend inutiles, on obtient pour l’inté- 
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grale m ultiple d'ordre n l'expression 











Î(@) far) (an) 
ét Lila) id MT 
Pare er I fa) 
qui est en effet la valeur de l'intégrale —— là dz 
21m ./, I(z) 


Appliquons ce résultat en supposant 4; — x, et faisons pour 
abréger 
P(æ)=(r—-a)(r —a:)...(T — an); 


si l’on désigne comme précédemment par F(x) le polynome d'in- 
terpolation de Lagrange, on trouvera 


1 n + 
(æ)— F(x) = (x LES At n(u) dti, 
f ) [de [des [7 peu du 


la valeur de w pouvant être mise sous la forme suivante : 


u—=Tli+ a (l2—t4 ) 

—+ do (l3 — to ) 
ct An—1 (En — 11) 
+ An el — tn ). 


Je remarque ensuite qu’en différentiant la relation 


MOT RAI) af dt a dt fl rntu at 
air J, (z—æ)P(z xs dé res x À 


a— 1 fois par rapport à &,, 5 — 1 fois par rapport à @, .…, 
par rapport à a,, nous obtiendrons dans le premier membre l’in- 








tégrale 


fa 


ir Jus x) (2 — ae 0)... (0 


qui se trouvera donc exprimée par l'intégrale multiple 


1 ln lo 
f &, din. [| TILL TOME 


0 0 0 
où j'ai fait 
O— (to—t3)2—1( 18 — da) 1... (1 — tn 1, 
A+ RE, 
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Nous parvenons ainsi, pour la formule plus générale d’interpo- 
lation, à l'expression suivante du reste 


n P(x) ë GB... FA 
f(x) — F(x) — TT). ri À auf ne f Fa+B+.+X (u)08 dti, 


0 


D(x)représentant le polynome (x — a, )*(x— a, )8...(x— an); 
g'est le résultat que je me suis proposé d'obtenir et qui me semble 
compléter sous un point de vue essentiel la théorie élémentaire de 
l’interpolation. 


Bain-de-Bretagne, septembre 1877 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. HERMITE A M. LINDEMANN. 


OBSERVATIONS ALGÉBRIQUES 


SUR 


LES COURBES PLANES. 


Journal de Crelle, t. 84, 1878, p. 298-299. 


Les formules que je crois d’une grande importance, par lesquelles 
vous représentez les coordonnées d’une courbe d'ordre m et de 
genre p, renferment-elles le nombre maximum de constantes arbi- 
traires qu’elles comportent, c’est-à-dire 


= m(m+3)— À (m1) (m — 0) — p)| = 3m—1+p? 


Pour p — 0, les expressions des coordonnées étant 


B C 
re. AA 


où À, B, C représentent des polynomes du m"° degré en #, 
on peut d’abord, si l’on remplace cette variable par la fonction 


a+ Pt 


linéaire 





« 


, diminuer de trois unités, en disposant de a, 8, y, 


le nombre des constantes que contiennent ces formules. On peut 
encore dans les résultats de cette substitution 


supposer égal à l’unité le coefficient de la puissance la plus élevée 
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de 4, dans le dénominateur À, par exemple; et ainsi le nombre des 
arbitraires se réduit à 


2(Mm+1) + m—3— 3m —1. 
Pour p = 1, les formules 


E = to+ A1Z(t— ti) + AoZ(t—t)+...+AmZ(t— im), 


Li = 2 Ni BiZ(é— ti) + BoZ(t—t)+...+ BZ(t — tm) 


mettent en évidence, d’une part les résidus, À,, A,,...,B,, B:,..., 
c'est-à-dire 2(m — 1) constantes, à cause des conditions XA — 0, 
2B — 0, puis les quantités L4, Lo, ..., tm qu'il faut réduire à m — 1 
arbitraires, puisqu'on peut remplacer #, par {+ {,, par exemple. 
Si l’on ajoute à ces constantes le module ainsi que &, et no, on 
trouve bien en définitive le nombre 3. 

Après avoir appelé votre attention sur ce point, permettez-moi 
de vous dire de quelle manière j'exprime qu’une courbe 


RRAE ) ee C 
admet à points doubles. Je considère à cet effet les relations 


ua df 
= (en To. Re 


0, 

et J'observe que le résultat de l’élimination de x et y sera une 
équation en «, I(u)—o dont les racines représenteront les 
diverses valeurs que prend f(x, 7), quand on y remplace x et y, 


; s À d l ? 
par les solutions des équations a 10: GARDE T conséquent le 
a dy 


nombre des points doubles est donné par le nombre des racines w 
qui sont égales à zéro. Ceci posé, nommons @a, b, c, ..., k les 
coefficients de f(x,y7)et supposons que le terme indépendant des 
variables soit Æ. Il est évident que l'équation II(u) — 0 se formera 
au moyen du discriminant relatif à l'équation proposée, en y rem- 
plaçant Æ par Æ — u, de sorte qu’en représentant ce discriminant 
par Ia, b,c,...,k), on aura 


DM, 0, CRE): 


Les conditions pour que la courbe f(x,y)— 0 possède à points 





+e … LA | … 4 . PP n 
| \ | L a 
su 
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doubles peuvent donc s’obtenir, au moyen du diserir 
Ju (| FE 


la forme suivante : 


Des | 


EXTRAIT D'UNE LETTRE À M. GYLDÉN, DE STOCKHOLM. 


SUR LE PENDULE. 


Journal de Crelle, Bd. 85, 1878, p. 246. 


J'ai remarqué que les coordonnées x, y, : de l'extrémité d’un 
pendule sphérique sont les dérivées de fonctions uniformes du 
temps dont voici les expressions. Considérons en premier lieu la 
valeur de 3 qui s’obtient immédiatement comme conséquence des 
équations fondamentales 

AR Vi+ 3 = 1, 
(Dix) +(D;y)+ (D:z3)= 228(3+ 0), 
YD:x— xD,y = h, 


où € et À désignent des constantes dont la signification est bien 
connue et qui donnent comme on sait 


(D,3)}=2g(z3+c)(1— 32) — h2. 
Nommons &, $, y les racines rangées par ordre décroissant de 
grandeur, de l’équation du troisième degré 
283 FcC)(1— 3) —hk?= 0, 


de sorte que «x soit positive et moindre que l’unité, 5 moindre 


également que l’unité en valeur absolue et Y enfin négative et 
supérieure à l'unité en valeur absolue. Si l’on pose 








k2 — PA 
Darry) 
nr, 
a ke 
n?= — g(a — Y) 


148 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


u—=n(t—to), 


on aura 
a—3—(a—f$)sin?am(u), 


3—f$—(ax—B)cosam(u), 
Z—y=(a—7y)A? am(w). 


Or la formule 


ÿ À J'H OC 
k2 sin?am(u) du = — — — 
ñ K O(u) 
permet déjà d’écrire 
L ak2K —(ax— 6)J Q'(u) 
D 


Soit ensuite, en désignant par © un angle arbitraire, 


ARE VCy — x)(y + B)ei?, 
et posons 





Q/ (0) 
8(0) Hi(u+w) L- se |" 


PLIS H;(w)@(u) 


on aura cette expression 


æ+iy = AD, b(u), 


de sorte qu’en égalant les parties réelles et les coefficients de £, 
æ et y seront, aussi bien que 3, les dérivées de fonctions à sens 
unique. Voici maintenant la détermination des constantes w et À 
qui entrent dans la fonction ®(u). Nous avons d’abord 


h2 
NE 
4 n°? 
puis ces formules 
sin?am(w) — D Com 
1 ac 
a2(y2— 62) 
COS Am DES, 
TG) 
er 


Aam()= ————0. 
ce y(a + 6) 


Elles font voir que w est imaginaire, mais sans partie réelle, 
comme À. Si l’on pose en effet w — ia, et qu’on emploie les rela- 
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tions 

I 
Aam(x, k) 
cosam(æ, #) 


cos am(ir: A 


Aambr, Ai 


on obüent les valeurs 


RÉ ! Mr VA) 
2 _ 

sin?am(a, k') — Ep) 
; im tP. 2) 

cos amd À) ÆB—) 


Ar à 
A2am(a, k') — nn 
| a (8 +) 
et d’après l’ordre de grandeur des quantités #, $, y, vous voyez 
qu’elles sont, en effet, toutes positives et moindres que l’unité. 
Mais une double indétermination subsiste à l’égard des signes 
de w et À; elle se lève par les formules suivantes. On a, en premier 


heu, 
sinam(w)cosam(w) ch aBy(x — y) 


Aë am(w) FOETC EI TER NT | 
ce qui fixe le signe de w, sa valeur absolue étant connue; je trouve 
ensuite qu'on doit prendre 


Vérifions, par l'élévation au carré, la formule relative à w au moyen 
des expressions données pour sin? am (w), cos? am (w), A? am (w). 
On trouve d’abord, dans le premier membre, la quantité 


RPC + y) Cyrille) 
y) (80): 


: ï : 
et le second, en remplaçant n°? par >= g (x — y), devient 





Mnrf'r(arries 
LU — y) (fixe 


il suffit, par conséquent, de vérifier la condition 


D (a+ B)(B+y)(y+a), 


28 


He IIL. 29 
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ce qui se fait immédiatement, en posant dans l’équation 
28(2+c)(E 8) res RGP, 


3 ——c, et remarquant qu’on a 
a+B+y—=—c. 


Vous m'avez dit, Monsieur, dans votre dernière lettre, que la 
différentiation des fonctions elliptiques par rapport au module 
pourrait peut-être servir dans les importantes recherches aux- 
quelles vous consacrez vos efforts pour l'application de ces fonc- 
tions à la théorie des perturbations. Voici à ce sujet les diverses 
formules que j'ai obtenues, et dans lesquelles j'ai posé pour 





L4 J L 
abréger € — K : 
D; snam(z) —  — LG) | 
D; cosam(x) = — a | —)e — A 
__ A?sinam(x)cosam(æx) 7: H(z) 
RNCS SU Se [GE HT: IR 


Si l’on pose, en outre, 


x 


Z(æx) = f k? sin?am(x) dx, 
0 
on à aussl 


K_ : 
DZ) 7 [æA?am(x) — sinam(x) cosam(r)Aam(x) — cos am(x) Z(x)|]. 
M. C. O. Meyer avait déjà donné les trois premières, mais sous 
une forme différente et en prenant pour variable la quantité qg au 
lieu du modu'e, dans son Mémoire intitulé Ueber rationale Ver- 
bindungen aàer elliptischen Transcendenten, 1. LVI de ce 


Journal, p. 321. 


Paris, 8 octobre 1877. 








SUR LA 


THÉORIE DES FONCTIONS SPHÉRIQUES. 


Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
PANIERS", D. 1515. 


J'ai l'honneur de faire hommage à l’Académie, au nom de 
l’auteur, M. le D' E. Heine, professeur à l’Université de Halle, 
de la seconde édition d’un Ouvrage intitulé : Sur les fonctions 
sphériques. Théorie et applications. Ce sont les applications du 
calcul à la Mécanique céleste qui ont conduit à la découverte et 
à l'introduction en Analyse des fonctions auxquelles est consacré 
le beau et savant Ouvrage de M. Heine. Legendre et Laplace, dans 
d’admirables recherches sur la théorie de l'attraction des sphé- 
roïdes et la figure des planètes, en ont donné les propriétés fonda- 
mentales, et elles ont été ensuite employées avec le plus grand 
succès dans beaucoup de questions importantes de Physique 
mathématique, et principalement dans la Théorie de la chaleur. 
Après ces deux grands géomètres, et en suivant la voie qu'ils 
avaient ouverte, Lamé est parvenu à ses belles découvertes qui 
ont étendu à la fois, comme on le sait, le champ des applications 
du calcul à la Physique et celui de l’Analyse pure. Coordonner, 
sous ce double point de vue, de nombreux et importants travaux, 
ceux de Dirichlet, de Jacobi, de nos illustres confrères Lamé 
et M. Liouville, de M. F.-E. Neumann, compléter la théorie sous 
un point de vue essentiel par l'introduction des fonctions de 
seconde espèce, montrer enfin par quels liens étroits elle se rattache 
aux fractions continues algébriques et à la série hypergéométrique 
de Gauss, tel est en peu de mots l’objet d’un Ouvrage auquel 
l’auteur a fait concourir tous les travaux de sa vie scientifique. Un 
point entièrement nouveau me semble devoir être particulièrement 


452 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


signalé à l’attention : c’est celui qui se rattache aux recherches de 
Lamé. Soient &;, &>, ..., a, des constantes, et 3(x)une fonction 
entière, composée de telle manière que l’une des intégrales de 
l'équation différentielle 

| COVER 

a do (D —=\0 

(a) du? (æ)y à 

où l’on suppose 


dx 
LU = ——————————————————_——7; 
Va(z— a)(x —a:)...(æ — @p) 


soit une fonction entière et du degré n de Væ, VT == AT 
Vx — ap. L'auteur appelle cette intégrale fonction de Lamé de 


première espèce, de degré n et d'ordre p. Il démontre l'existence et 
trouve le nombre de ces fonctions pour chaque ordre p ($ 135). 
Les intégrales de l'équation différentielle, qui s’évanouissent pour 
des valeurs infinies de x, forment les fonctions de seconde espèce. 
Pour p—2, on a les fonctions ellipsoïdales E, introduites par 
Lamé lui-même; et, si l’on fait a, — «;, elles se changent en 
fonctions sphériques de Legendre. Supposons ensuite que les pro- 





duits VER a,n Vz —_ 4, soient finis pour } infini, on trouve 
(p. 413) les fonctions du cylindre elliptique; et, faisant en 
outre 4; —= &2, on en conclut les fonctions de cylindre de révolu- 
tion. Ces dernières, introduites par Fourier, en 1822, sont de 


remière ou de seconde espèce et, dans le premier cas, ont la 
? ? 
forme 


aY a? æ* : 
LG) D + A 


2(2V+2) 2.4(2V+2)(2V+4) 
CRUE Er 
— 1 ex cos® cosvp do. 
T à ; 


L'auteur les représente ainsi 





K,(æ) = (—1)" f eix cos it cosivu du —(—1)"K,(— x), 
0) 
sous la condition que la partie réelle de 7x soit négative; et, pour 
une valeur réelle de x, 1l égale K,(x) à la moyenne arithmétique, 
entre K,(x + ot) et K,(x — ot). 
Pour toutes ces fonctions on a des théorèmes semblables, par 
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exemple un théorème d’addition, comme celui de Laplace (voir 
p. 312, 333, 340, 346, 455, etc.). 
Lamé a créé ses fonctions (Journal de M. Liouville, t. IV, 

P. 159) en intégrant par des produits E(p,).E(p2) l'équation 

ŒU  dU © CUIR 

dEt GIE 3 + n(n +1) U(pi— 03) — O,; 
et les fonctions du cylindre elliptique tirent leur origine de l’équa- 
uon bien connue 

d'U cs dU 
du? de? 


i 





+ A(cos2® — cos?iu)U = 0. 


Pour qu'elle admette une intégrale particulière de la forme 


F(2)F(zu), 1l faut poser 


(b) Re + (08e — 1) F(g) = 0. 

Mais la constante / n’est pas définie comme la constante B de 
Lamé, par la condition que les fonctions F, du moins dans la pre- 
mière de leurs quatre classes, soient entières. La condition est 
alors que chaque intégrale de l'équation (b) soit une fonction 
périodique de vw, développable par la formule de Fourier. Si lon 
représente les fonctions F(v), par exemple, dans la première de 
leurs quatre classes, par les séries X4, cos2 vo, la condition néces- 
saire est que «, s'évanouisse pour y infini, et l’auteur démontre 
(p.412) qu'elle suffit en même temps pour assurer la convergence 
de la série. Or «, est un polynome entier en /, du degré y, et la 
condition 4, — 0 donne une équation d’un degré infini. M. Heine 
démontre ($ 104) que chaque racine, jusqu’à une grandeur quel- 
conque, peut être comprise entre des limites aussi rapprochées 
qu'on le veut, et parvient (p. 408) au résultat suivant : 

Les constantes «, sont les dénominateurs N, des réduites de la 
fraction continue 


OT — 
Æ 
103 


b(i1— 3) — 
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où Àÿb—4, en prenant pour 3 les diverses racines de l’équa- 
L'On N°0. 

Les mêmes coefficients «, entrent dans le développement de 
F(z) suivant les fonctions J (p. 414), et, en y remplaçant les 
quantités J par les fonctions de deuxième espèce K, on a le déve- 
loppement des fonctions F(+) de deuxième espèce du cylindre 
elliptique. 

On retrouve enfin les mêmes valeurs &, (p. 421), si l’on trans- 
forme, par une substitution orthogonale, la forme quadratique 
d’un nombre infini de variables, 


D(1.mi+ 4ai+9ri+...)—2(Tod1 + LT1Ta+ LTol3+...) 


en une somme de carrés Z6ÿ5 + 317? + 225 +...,et ce résultat 
pouvait être prévu, d’après une proposition analogue concernant 
les fonctions de Lamé. 

Dans les deux cas, le polynome homogène du second degré à 
transformer a la forme singulière 


2 : 
Zajxi +a22b;x;t;}:. 


La démonstration des théorèmes ainsi que les résultats dans la 
théorie de la transformation orthogonale sont plus simples à 
l'égard d’une telle forme singulière que dans le cas général. On 
peut mettre cette remarque à profit, Jacobi ayant démontré 
(Journal de Crelle et de M. Borchardt, p. 39 et 69, p. 290 et 1) 
que toute forme quadratique peut être réduite par des substitu- 
tions équivalentes à cette forme particulière, et une légère modifi- 
cation de la méthode de Jacobi permet de démontrer qu’on peut 
obtenir cette transformation au moyen d’une série de substitutions 
orthogonales très simples, les coefficients s'exprimant par des 
racines carrées (p. 480). Ces mêmes remarques ont été faites 
d’ailleurs par M. Kronecker dans un Mémoire publié dans les 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Berlin, 18538, 
p. 105, et dont l’auteur a reçu communication pendant que s'im- 
primaient les dernières pages de son livre. 


SUR L'INTÉGRALE [ ==: 


Attt della Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. XIV 
(séance du 17 novembre 1858). 


L'applicauon des procédés élémentaires de l'intégration des fonc- 
tions rationnelles aux quantités 


FAT PRE DIRE 
DÉPEEEN AN OA PPEERT 


RE 6 C1 — 


où mm, n, p sont des nombres entiers, conduit facilement aux for- 
mules 


ral — ze -01 
ds = — > 1 —— dx = r(cotar — cotbr), 
VAN SE sinaT : [— 3 


et si l’on suppose b — 1 — &, la seconde devenant 








ENS le EU) 
— d3 = 27 cotar, 
9 Ir 


on a sous forme d'intégrales définies les expressions des fonc- 


. [ - 
ions ——— et cotar, pour des valeurs de l’argument comprises 
SInaT 


entre zéro et l’unité. Ces expressions peuvent servir de base à la 
fois à l’étude des fonctions circulaires et à celle des intégrales 
eulériennes, en établissant une transition naturelle entre la théorie 
des deux transcendantes et montrant le lien étroit qui les réunit. 
En ce qui concerne les fonctions circulaires, je m’attacherai prin- 
cipalement à la formule 


l 
RCOAT= — + ——— + ——— + — 
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pour lever une difficulté singulière qu'elle présente, lorsque, en 
remplaçant & par {&, on suppose à infiniment grand. La limite du 
premier membre est, en effet, — 7x ou + 17, suivant que à croît 
positivement ou négativement, et depuis longtemps Fisenstein à 
fait la remarque que la série ne conduit point à cette limite et 
donne lieu ainsi à un paradoxe que je me propose d'expliquer. 
Relativement aux intégrales eulériennes, j'aurai surtout pour but, 
en suivant une indication rapidement donnée par Cauchy dans 
son Mémoire sur les intégrales prises entre des limites 1magi- 
naires (p. 45), d'obtenir la relation 


log ae (e — jose —a+logÿ2r 


0 
l COOL) NET 
28 = Fe es eax dt, 
2. æ?(i— et) 
Ghg: | 
démontrée par le grand Géomètre dans les Vouveaux Exercices 
d'Analyse et de Physique mathématique (t. I, p. 386). Ces 
résultats se rapportant aux fonctions circulaires et aux intégrales 
eulériennes, vont s’offrir comme les conséquences successives d’une 
même analyse, qui mettra ainsi en évidence la liaison et l’enchai- 


nement des théories des deux genres de fonction. 


Î. Je commencerai par faire voir que des relations 


2 


Se za—1 T gai — Z7—4 
dz = —— f — dz = 27rcotar, 
0 


4 . ? 
Lr# SIN AT A En 5 





la première est une conséquence de la seconde, et en découle par 
suite de l'égalité 


2 
re COLOR LAS 
SsIn24aT J 
Ayant, en effet, 
1 
rer entte-dle ei 


= za—1 ee ga + LA 4“ nf. à 2 


z z z L 
HS T [eotar + cot (: —— a) r|. 


PA 


à 

là 
EN 

A 
SI 


SUR L'INTÉGRALE fl — — 
20 


Je 2 


de sorte que l'intégrale sera ramenée à la forme 


Cela étant, 1l convient d’y remplacer z par 2°; elle devient ainsi 


2 L24—1 7-24 
Z —— 5 
2 — d;. 
0 1 + Z 


Or, il est visible que les deux quantités 


® z2a—1 29 g 24 
[ dz et [ dz 
1-3 j + 3 


10 








sont égales : la première se ramenant à la seconde par le change- 


I ue |) [44 . 
ment de zen De Si l’on remplace a par —> nous obtenons donc bien 


P, za T 
Or == — . 
0 [+ 3 SIn GT 


D’après cela, je me bornerai pour abréger à considérer l'intégrale 


la relation 








définie, qui représente la cotangente. et 1’v introduirai encore 

) 5 ) jh 

les limites zéro et l’unité, au lieu de zéro et l'infini, En faisant, en 
y 1 ) 


effet 
1 ;a—1 ee 374 29 zga—1 ne ZT 
—— dz3 + — d3 —=orcotar, 
À 1 — 3 i 1 — 3 


et remarquant, comme tout à l’heure, que la seconde intégrale 
« 4 eue I 
se ramène à la première par le changement de 3 en 5 nous 


aurons 


Posons, en eflet, 3 —e*, et l’on se trouve amené à cette nouvelle 


0 eax— eU1—-a)x 
00 = COUT, 
I — €: 


— 100 


forme 


qui suffit à faire prévoir les rapports avec la théorie des intégrales 
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eulériennes, dont je viens de parler. En représentant sur S(a), la 
fonction de Jacob Bernouilhi, de sorte qu’on ait pour & entier 


S(a)hh=(a—t1"+(a—2)+,...+r, 


nous avons en eflet 








ex — eli—-a)x x? PA 
——— = +r-au0 —=n15S(à) — Soi — 
1— ex He ( nur 
a?n 
2 SA )2n —— —.... 
12 07 


La formule relative à l’inverse du sinus, à savoir 


1 gai D Zu T 
a 3 = ———, 
0 DES SIMAT 


1 eax + eli—-a)x d T 


ou bien 


3 ma dr 
1 + ex SIN AT 


eax + el1-a)x 





conduit à une remarque analogue, la quantité = donnant 
la série 
# x? k “12 2 x2n 
1 + 2 (a )e ns HAS COSEERES +...+2 SLen ee — 2e mr Le 
où 
S(a)hh=(a—1}—(a—2)+(a—3)t—,..—Er, 


lorsque a est entier (2 


2. Le développement de la cotangente, sous forme d’une série 
infinie de fractions simples, est à bien des égards d’une grande im- 
portance en analyse, mais plus particulièrement peut-être, comme 
ayant offert le premier exemple d'un mode d’expression d’une 
fonction périodique où la périodicité se trouvait mise en évidence. 
Et c’est sous ce point de vue qu'elle a été l’objet des recherches 
d'Eisenstein en servant de point de départ à la théorie des fonctions 


(1) Les polynomes $(a),, s’annulent pour & = 0, a = 1, et possèdent la même 
propriété que les polynomes S(a),,,, de n'avoir entre ces limites qu’un seul 


: I 
maximum pour & = -: 
di 


D. 1 


tel ga 
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0 pers 


=. 
Qt 
© 


elliptiques qu'a donnée l’illustre géomètre. Or la formule 


1 pa—1 — gd 
RE ———— dz UCOLOT 
0 117 


conduit immédiatement à ce développement. En remplacant dans 





l'intégrale par l'expression 


mnt, 





Pa ee sh 2 





I — 3 
on en re en effet 
I [ l 
K COtAT = — + 
«& Œ I Œ + Ti — 1 
RARE | — 
Z° — Z I I I 
+ ——— 50 Îz — —— — ——— — ,,,— . 
ue 1 — 3 1— &@ > — n—a 


Nous représenterons pour abréger par S, la somme des fractions 
simples, et par R, le reste, de sorte qu'on ait 


I I I I | 














Ù 
Sn = — + HR ————© — ——— — —— —...— 
a a +I a+ nn —]I I— a 2— 4 n— a 
I 24 24 [ 
EE —- HR © — 
a d?—1 d'—(n—1)? n— da 


et 


1— ex 


1 0 ( 
RU VEEr SA Pr eat — pe a)x 
R, — Î ds — | 1. 
I 
= co 


Je me propose maintenant d'établir que pour une valeur imagi- 
naire quelconque de l'argument, a — +15, R,, ou plutôt son 
module, a pour limite zéro quand » croît indéfiniment. À cet effet 
je considérerai l'intégrale 


ee ela+iBx__eU-a—ifix 7] 
Mod | enx!| dx, 


Re 


% — wo 


qui est une limite supérieure de modR,, et en distinguant deux 
cas suivant que « est négatif ou positif, Je l’écris successivement 
sous ces deux formes : 


0 ‘4 5] 1 » 
eipx — ett—2a—if)x 
MO | 2 #etn+alx Jr 
; 1— ex 
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0 et2a+ifix __ b(1—iB)x 
mod ————————————— 
[— ex 


| eltr-a)x dr. 


% — 


Cela posé, je dis, à l’égard de la première, que la plus grande 
eiBz — eli—-2a—-if)x 


valeur du module de , entre les limites de l’inté- 


1—e7 
grale, est donnée à la limite supérieure pour + = 0. Ce maximum 
étant donc V(2a — 1)? + 4 $?, nous pourrons écrire, en désignant 
par € un nombre inférieur à l’unité, 


À eV(2a —1}}+4p2, 


modR, = € ÿ(2a —1)? + 40? [ elr+ 4x dr — 


n + a 
/— © 
Je mets, pour le démontrer, l’expression 
L 1 1 PIDTe eu -24—iB)x == Co Bæx el1—2%)x + et2-#@x 
DO | ————— | — 
1— ex (1— ex)? b 


sous la forme suivante 


Te ei—24)x 2 x | sin 8x 2 ; 
a —— + À e\i—2& LR 
1—6* 1— et 


et Je remarque d’abord que la quantité ————;, ou bien 


1e 





1=2X 


US + 
——;— en prenant 3 —e*, est toujours pour des valeurs de 3 
inférieures à l'unité, au-dessous de la limite 1 — 22, qu’elle atteint 
pour 3 —1. On vérifie en effet l'inégalité 
= rie2x 
<I1— 24, 
LES 
ou la suivante 
1—31—-2X—(1—2ax)(1— 3) Lo, 


en observant que la dérivée du premier membre est la quantité 
positive (1 — 2ax)(1 — :7?%). Ce premier membre va donc en crois- 
sant depuis la valeur négative 24 qui correspond à = = 0, pour 
aboutir à une valeur nulle à la limite supérieure 3 =: , et reste par 
conséquent négatif dans l'intervalle. 

Ce point établi, je passe à l’autre terme, j'y remplace sinf$x 
par fx, ce qui en augmente la valeur, et après l’avoir écrit 


J , AGE l= gd 
SUR L'INTÉGRALE Va dz 461 
ÿ 6 sert : | 
ou encore 
/ 02 T ; 
2 | mt —2X 
Ù Ï 1 € LA 
- = X 
e £ , T A 4 \ >| e ’ 
je remarque que la quantité —————— croit de zéro à l'unité 
=x —=x 
FONEPME 


lorsque x varie de — æ à 0. C'est ce qu’on reconnait immédiate- 
ment en développant en série le dénominateur, car on obtient 
ainsi l'expression 


On en conclut, le facteur e-?% atteignant lui-même sa plus grande 
valeur pour x — 0, que pour ce second terme comme pour le pre- 
mier, le maximum est encore donné en faisant æ — 0, ce qui 
démontre le résultat annoncé. 

Nous obtiendrons à l’égard de l'expression 


d _— erAxX — 9) cos 26 T eli+2a)x + e2x 
MO | —— LE, EE RE ne tn cine 


I— ex (I — ex)? 


une conclusion toute pareille, en la mettant sous la forme 


PA RE 0 n y 12 
CRT sinpr li ne 

Fe L De ï 
RE EN 


F . ;. El e?2XX — px 
Nous n’avons en effet qu'a considérer la quantité 


ie” 


LA Xe 


_ 


3 : L > “Et 2 4 ; 
ou ———;, la variable z croissant de zéro à l’unité; mais deux cas 


| LEner 0 
sont maintenant à distinguer. Supposons d'abord 24 < 1 de sorte 
qu’elle soit positive, nous prouverons qu'on a 


ou bien 
32X— z3—(1—2a)(1—3) <o, 


en remarquant que le premier membre prend les valeurs 
—(1— 24) et 0, pour 3 —0, = —1, et a pour dérivée la quan- 
tité posilive 

24&(I ES 31-24) 2241, 
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3 — 3°% 


Soit enfin 24 >>1, nous raisonnerons sur ; et la condi- 


4 


tion 
DURE EE z?2 


œ 
<T 24 — I 
[== 23 
se vérifiera absolument de même, Il est donc ainsi démontré que le 
maximum du module des deux expressions introduites, en suppo- 


sant successivement « négatif et x positif, a pour valeur 


V(i—22)2+ 47, 


de sorte qu'on a dans la première hypothèse 


eÿ(1—22)?+ 4 B? 
modR,, = LUCE ASE 


et dans la seconde 
e ÿ(1— 22)? + 42 


He 0 


Mmodh— 


Ces expressions, du reste, dans le développement en série de 
fractions simples de la cotangente, établissent en toute rigueur la 
convergence de cette série; elles montrent en eflet que pour des 
valeurs aussi grandes qu’on le veut de set 5, mais finies cependant, 
R, est nul si l’on suppose » infini. Mais on voit en même temps 
qu'on n’est point autorisé à faire usage de l’expression 

24 24 


I 
= —— = a _ — 
a a?— 1 a? — À 





pour des valeurs infinies de l'argument; dans le domaine de ces 
valeurs, la définition de cotax par la série offre en effet une lacune 
que la considération du reste permet seule de combler, comme 
nous allons le faire voir. 


3. Je dis en premier lieu que la limite de S, est indéterminée 
lorsqu'après avoir remplacé & par £a on suppose à la fois » el a 
infinis. Revenons en effet à l'expression 





I 24 2 4 I 
Sp = = + ——— + ——————— — 
due 2 ad’—(n —1)? n— a 
I 24 24 I 








+ .  — , 
a a?— 1 a— n°? n+—a 


1 
za l 
SUR L'INTÉGRALE ME de: 463 
I 


RE: 
0 


et changeons & en £a, on en conclura 


: 1 F77 24 A 
TR — ER —- 2 — .. —+ SE ETES F- -t- ER TT . 
a A+ I a+ n? n +ia 





. . La . I ’ L . 
Soit maintenant, en supposant 4 positif Pie dr désignons aussi 

k 1 n ; : 5 ’ 3 
par À la limite du rapport = lorsqu'on fait croître n et «a indéfini- 

= AOL RE 
ment, de sorte qu on ait IE MATE À; nous pourrons écrire, en 
s I 
HO NSeAnt — et ——— 
518 a “n+tia 

2 dr » dr 2 dr 


M 1 dre (2 dr) 1+(n dx) 


De cette expression résulte immédiatement, comme on voit, la 


À 
LE 2 dr 
Sn = —— = 2arctangÀ 
/0 


1 + dv? 


valeur cherchée 


qui dépend de la quantité entièrement arbitraire À. 
Ce point établi, cherchons ce que devient l'intégrale représen- 


Do. — eli—a)x 
en 
I — ex 


Pour cela je remplace a par ta, n par À@, ce qui donne d’abord 


tant le reste, 


0 


ELUL — p\1—1A)X 
h — —— ertx dœ; 
en ER 
. . l 
puis en changeant de variable et posant x = — 
«& 
1 : 


Maintenant on obtient pour & infini la valeur 


OU 
. SIN 
Rae oi f ais dt =—21tarc tang _ 
— 00 


et l’on en tire la relation 


; I 
(Sn + Ra) = 2 (are tang À + arc tang;.) AT 
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ou encore 
pr —+- R; = — IT. 


Ce résultat lève entièrement, comme on voit, la difficulté d'analyse 
offerte par le développement en série de la cotangente. 


À, L'expression de sinaren produit de facteurs linéaires est 
immédiatement donnée en intégrant par rapport à «a les deux 
membres de l'équation 





I 24 24 I 
HR COLA = — + — Re AE 
«a 4 — 1] an? n+a 
on obtient ainsi 
sinaT a?° a? 
log —— = loga + log ne. + log le PEUR - 


si l’on pose 


0 
etX —- e(1=a)x — ex — I 
! . 
R!, — f 27e à 
— co 


æ(1— et) 


Peut-être n'est-il pas inutile de donner encore pour R,, une 
limite supérieure montant que cette quantité est nulle en suppo- 
sant 7? infini, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire 


a=a+ if. 


Posons à cet eflet, pour abréger, 


eat eU—a)x — et 7 


f(æ) = 


æ(1— ee) à 


1# 
. , . . EP 6 
Je remarque qu'on peut écrire en apoultant et retranchant 2e? au 


numérateur 


1 1 2 
-ax - {—a)x 
2 9 

€ AC 


mod f(æ) < mod | 


1 
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LE Ma) 


c'est-à-dire 
| Fr 1 2 
dr ({—a)x ( 27 ) 
CE COS Te eli—ax ee) 1 
Poe oies er, je, 
æ(ex—1) æ(eX— 1) 


L'expression suivante 


1 
0 NE ) 20 n À 
exx — 2cosfre + ell-ux € —1I1 
= 
id ao 


æ(eX* — 1) 


Le] 


za À 
est donc une quantité supérieure à l'intégrale / mod f(æ)e"*dx 


—— Q 
et à plus forte raison au module de FR. Or en considérant 


d’abord la seconde des intégrales qui y entrent et qu’on peut 
écrire ainsi 


€ —— à 
| : ex ÈS 
/ — -X 
re n:) 
| 
Xl 
3 À : : ÉTAT 
e remarque que le maximum de la fraction ——==—— entre les 
ce 
1 +] 


limites de l’intégration est donné à la limite supérieure en fai- 
sant æ — 0. Mettons en effet — x au lieu de x, elle gardera la 
même forme, et l'inégalité 


ou bien celle-ci 
1 1 À 
en 
4\e —1)/<x\e +1}, 


se vérifie immédiatement par le développement en série, le coefti- 


: T n+1 à F 
cient de (2) dans le premier membre étant 


à 


4 T 
a — et a —— 
IDR AT I TAN DE rl 


dans le second. 


Passant maintenant à la première intégrale, emploie la décom- 
P = >] P 
position suivante 


1 


1 
Sax — (1— X 


LA à )æ F I = 
eXx — 2 cosbre + ell-ux— Ê — € | + 4 sin? -Bre? 
: 2 


? 


H° — IL. 30 
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1 

À 1 s? 

4 sin?; fre 
æ(eZ*— 1) 

encore son maximum pour æ —0. Si on l'augmente en eflet en 


qui nous conduit à deux termes, dont l’un atteint 


xe 
——, dont 
ex — ] 


le maximum a été obtenu plus haut, et ce résultat joint au précé- 


remplaçant sint6x par +6, il se réduit à l'expression 


dent montre qu’on peut poser, en désignant par € un nombre plus 
petit que l’unité 


0 Les Re 2 
Re (oran) 
T0 X 
ARE = 1) 
0 


El : en RENE 
=e(m+;) fe ET 


Quant au dernier terme qui nous reste à considérer 


enx dx 


=—— 100 





nous l’écrirons sous l’une ou l’autre de ces deux formes 


5 1 12 11e 
—(1—2&X)x - x 
1 — e? eAx exxz— 6? | e-ax 
————————_— e —__".".—hhs 


æ(eT— 1) æ(eï*—:;) ï 


suivant que & est négatif ou positif, en mettant en évidence, comme 
facteurs des exponentielles, des quantités ayant leur maximum 
pour æ — 0. En nous bornant par exemple à la première pour 
abréger, il suffit de la décomposer ainsi 
1 1 
sU—2a)x lo Es 
Rx € —_L 
—— ——— x ——— ; 
LC æ 


on retrouve en effet dans le premier facteur l'expression dont 

l'étude a été déjà faite, et l’on vérifie facilement que le second 
’ « I— 24 . 

augmente de zéro à Re quand la variable augmente de — æ 

à Oo. 


De là résulte que nous pouvons poser 


ñ 0 


/ etr+ax dr, 


+100 


| Dax A7 SET 
ER PR DS Per ; en 2 
31 F 6 enx dx — n(—2a) 


a æ(et*—1) 4 


1 >a—t og TUû 
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0 
pour & négatif, et 


ne: 0 


; Le n(1— 24)? 
—— ent dx = —————- etr—a)x dx 
æ(et— 1) 4 : 
— oo 100 


quand + est positif, n désignant un nombre 1. Suivant ces deux 
cas, nous parvenons donc aux expressions suivantes que je me suis 
proposé d'obtenir : 


1 1 2 
nur a 


OUR _ Aa) e(4P?+1) 
F 4(n+a) An 
et 


ARE n(i—2a)? 1e (42H) 
MM ETES) in 


Elles donnent la formule 





et par conséquent une démonstration rigoureuse du développe- 
ment du sinus en produit d’un nombre infini de facteurs. 


9. Les intégrales R, et R°, sont des cas particuliers de cette 


expression plus générale 
0 


ÿE P(æx)enx dx, 


qui offre des circonstances sur lesquelles l'attention a été appelée 
pour la première fois par l’étude des intégrales Eulériennes. Nous 
allons voir qu’elle donne lieu à un développement en série procé- 
dant suivant les puissances décroissantes de n, mais que cette série 
est nécessairement divergente pour toute valeur de cette quantité, 
si grande qu’on la suppose. Il en résulte qu’on ne peut en employer 
que les premiers termes, avec l’obligation d’avoir une limite supé- 
rieure du reste permettant d'apprécier pour quel nombre de termes 
il est le plus petit possible. Admettons que pour x infiniment 
grand et négatif, les quantités | 


P(x) enx, p'(xæ})"x, UE Pi—1(x) enx 


s’évanouissent; ce développement limité à un nombre déterminé 
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de termes, et le reste s’obtiennent comme conséquence de la for- 
mule élémentaire 


[by enx dx = [E—* CHIENS | ons + f(x) ex dx. 


n n? n 





On en ture en eftet 


0 0 
L b(r)enr de = Six + [ Pi(r)enx dx, 


en posant 
= L(0) OUR HOT _ {ETS EE 
; n n? n° de: ni 


et nous allons voir que cette série prolongée indéfiniment est diver- 
gente, au moins dans tous les cas où (x) n’est point une fonc- 
uon holomorphe. 

Soit en effet 


P(r) = Ao+ Ait +...+ Ayxh +... 


sous la condition que ce développement cesse d’être convergent 
à l'extérieur d’un cercle de rayon be. C’est dire que Az est de la 


L a} . . . 
forme k? AA tendant vers une limite finie lorsque À augmente 
Î 


indéfiniment. Or ayant 


p#(o) es a / 
142 000 ot” 





on en conclut pour le terme général de S;, cette expression 


ON LAL 


DR 9 
1 (rap )r1 


et la divergence est rendue ainsi évidente, puisque ces termes 
augmentent indéfiniment à partir d’une certaine valeur de Æ. Mais 
la conclusion que nous venons d’obtenir pourrait ne plus avoir lieu 
si P(x) était, dans toute l’étendue du plan, développable en série 
convergente. En supposant par exemple 


(x) = Aeat+Berxz+,,., 
et par suite 
A B 
—- 
n+a n + b 








nt 
‘1 P(xr) er dr — + 


1 
LA nd 7" 4 
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} æ 


il est clair que le second membre donnera lieu à une série conver- 
gente quand » sera supérieur en valeur absolue à la plus grande 
des quantités à, b, etc. 

Les remarques précédentes s'appliquent aux intégrales R,, R',. 
Et d’abord, en employant la relation donnée en commençant 





eax — eli—-a)x x? a 
a = 04  2S(a — 2 SÉT)NRE h 
1— ex ( in ( Lee û 
on obtient pour S; cette expression 
. I— 24 2 S(a )2 2S(a} 2 S(A@ ho 
Dai ns UN ais 
n n n n?r+1 
. . . « A : eAX — eUi—-a)x 
qui doit finir par devenir divergente, la fraction a 


n'étant pas en général synectique. Mais si l’on suppose que a soit 
un nombre entier, elle change de nature; elle prend, suivant qu'il 
est négatif ou positif, l’une ou l’autre de ces deux formes 


[1 er het LL e-2ax ] eltn+a)x, 


SE [1 CR ON. el2a—2)x] etr—a)x : 


et alors la série cesse d’être divergente en ayant une somme finie, 
lorsque 7 est en valeur absolue plus grand que a. 

La théorie des intégrales Eulériennes, à laquelle j'arrive mainte- 
nant, va nous donner de nouvelles et importantes applications des 
mêmes considérations. 


6. Nous rattacherons cette théorie à l’étude de l’intégrale 


l'ya—1 = Zad 
nn —_—— (17, 
0 Dr 


en développant une idée jetée par Cauchy dans son Mémoire sur 
les intégrales définies prises entre des limites imaginaires (p. 45), 
et dont le grand géomètre se borne à tirer, lorsque z est un grand 
nombre, la formule de Laplace 


_ 


ESS 
2H S 


TS (7) 


mais qui a une portée plus étendue, comme on va voir. 
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Revenons à la relation 


sinaT a 
log = = loga + log(i+ a) +...+ log(1+ =) +R 





I 


+ log(i— a)+log(1— À) ++log(i— À), 


et intégrons les deux membres entre les limites a = 0 et a —=1. 
Les formules élémentaires 


fresz dx = x(logæ—1), 


frs (i+?) de = (+ )log(1+ F)—+ 


nous donnant 


1 1 
il loga da = | log(i— a) da =—1, 
0 ‘ 


20 


uis en général 
P 8 


1 \ 
a a k +1 
11 Log (1 + +) +81 =) da = (2k+1)log Fe 


on aura dans le second membre, pour la somme des intégrales des 








| 
N 


logarithmes, la quantité 
—2n+3log2 + 5(log3 — log) +...+(2n—1)[logn—log(n —1)|, 


ou bien en réduisant 


—2n—92l0og(1.2.3...n—1)+(2n—1)logn. 


On ture ensuite de l’expression de R,,, à savoir 


0 
eLx + eU—a)x — ex — I 
RU TE ere 
L T(1—€*) 


par un calcul facile 


, eX(2—T)—2—X 
à R', da = ( a — enx dx. 


1 É 
: , . 0 SIn&GT 
Dans le premier membre enfin s'offre la quantité / log da 
0 





«| 
à . ga—1 «F2 z—4 
SUR L'INTÉGRALE Î tt CUS 
0 


ESS 
| 
1 


que nous obtenons ainsi. Soit pour un moment, 


{ : 
sinaT 
TIRE fl log da ; 
se 
7 0) 





on aura aisément ces relations 


fa )= Jar a), 
fa) =f(À) 


et nous conclurons de la seconde 


[ fta) da = [r(S) de [ICS da + ours. 


220 /0 \ 





1— a 
+ log2r, 





Mais les deux intégrales du second membre sont égales, et l’on 
peut écrire par conséquent 


fra) da = 10 + log 2x. 


Remarquant ensuite que la première relation nous donne 


pl 


1 
f PIRAEUU = 2 *f{a) da, 
0 0 


et qu'on a évidemment 


wie 


ee) Ha à) *f{a) da, 


230 


nous conclurons la valeur cherchée 





Lai 
CAT 15 


ñ 1 F3 
sinaT 
log da =—log2r. 


et) 


Au moyen de ce résultat, on parvient à la relation suivante 


— log2r=—2n—2log[r1.2.3...(n—1)|+(2n—1)logn 


CITE NE 
+ f D MS Ten dr. 


Ut (r— NE 
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log[1.2.3...(n —1)] : 
[ — Ù EL(2—X)—92—7T 
= (n— =) logn — n + log Var + — [ POI ES 
2 2 


x?(1 — eZ) 


7 — © 


et nous allons en exposer les conséquences. 


7. En premier lieu nous avons une démonstration rigoureuse 


de la formule de Laplace par cette remarque que le maximum de 


Z(2—r)—2—% 


x . € T 1 * , 
la fonction a lieu pour x — 0, el a par conséquent 


I GRR re é 
pour valeur À Afin de considérer des valeurs positives de la variable 


mettons en effet — x au lieu de x,ce qui n’en change pas la valeur, 
et nous vérifierons sur le champ linégalité 


2+m—(%2—r)er Lr?(eX* — 1), 


- 


par le développement en série, car on trouve pour le premier 


membre 
| x3 n 
2+HT—(2—r)el= — +...+ œn+2, 
6 F2 PTE 





tandis que le coefficient de z°+? dans le second est 


ns. . 


DV: AE à A 
évidemment supérieur à - ; Es 
LT ts 2) 


écrire, en désignant par € un nombre 1, 


0 s AU 
eX(2—T)—2—7T £ 
——_—_— / enx dx — , 

: C2 


æ?(1— ET) 6 6n 


- Il suit de là qu'on peut 





| m 





et qu'on a par conséquent 





| l —— 
logT(n) = (r —— :) log n — n + log V27 + Rs 


En second lieu j'établirai que si l’on remplace dans légalité 


D 
I —— I EX(2—T)—2—X 

logT(n)= (n—-\losn—n+- los orme if 

8 T(x) ‘ =, sv AA æ?(1— ex) | 


le nombre entier 7 par une quantité quelconque 4, et qu’on 
pose 


\ | 


3: I I 
F(a)= (e — Fa loga — a + log yÿ27 + - [ 
2 2 


/ — © 


eX(2—x)—2—x 
——— ———— 0etz dr, 
x? (1 8#) 


on aura F(a)— logl(a) quel que soit @. 


» r gai Es VA 
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0 ere 


J’observe à cet eflet qu'on a d’abord 


eax dx, 


0 
I I CNET) 2 D 
F'(a) = loga — — + - [ CR levier 
DCE 2 æ(i1—eT) 


PE, 
puis 


Pt y) 0 — 


” æ 
EF" (a) — see - re eax dx. 


2 a? D 


QI 
> 


lee et 


Or on obtient un développement en série de cette quantité, en 
I nr à AC RECU 
remplaçant ———, dans l'intégrale, par la progression indéfinie 
dm 
1+et+...+ett+,.,,; les intégrales de chaque terme résultent 
de la formule suivante 


0 
1 [er(2—x)—2—x]|etatnx dr — 


LU — © 


I l 
a  ——— 
(a+ n)? (a+n+1) 
2 2 
he 
a+n DETTE EN 





et l’on en conclut aisément cette expression 


I I I 
LS ren F h.. 
(a) a? (a +1): (a +2) 





qui est précisément D’logl'(a).Les deux fonctions F(a) etlogT(a) 
ne pourront ainsi différer que par un binome du premier degré 
en a, et comme elles sont égales pour toutes les valeurs entières 
de a, on voit, comme nous avions pour but de l’établir, qu'elles 
sont identiques. 

La découverte de l’équation que nous venons de démontrer est 
due à Binet qui l’a donnée dans son beau Mémoire intitulé Sur 
les intégrales définies Eulériennes et leur application à la 
théorie des suites, ainsi qu'à l'évaluation des fonctions de 
grands nombres (Journal de l'École Polytechnique, t. XVI, 
p. 123). Elle a été ensuite le sujet des recherches de Cauchy 
qui y a consacré une partie essentielle d’un travail d’une grande 
importance, publié dans le Tome Il des Vouveaux Exercices 
d’Analyse et de Physique mathématique, p. 384, sous ce titre : 
Mémoire sur la théorie des intégrales définies singulières, 
appliquée généralement à la détermination des intégrales 
définies, et en particulier à l'évaluation des intégrales Eulé- 
riennes. L'analyse un peu longue du grand géomètre peut être 
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beaucoup abrégée et rendue, comme on l’a vu, entièrement élémen- 
taire, en suivant une voie qu'il avait lui-même ouverte, bien des 
années auparavant; et c’est l’étude de la courte indication donnée 
à ce sujet dans le Mémoire sur les intégrales infinies prises entre 
des limites imaginaires, qui m’a conduit aux recherches qu'on 
vient de lire. 








EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. BRIOSCHI. 


SUR L'ÉQUATION DE LAMÉ. 


Annali di Matematica pura ed applicata, 
2° série, ©: IX, p. 21-24. 


Vous ne serez donc pas surpris que je SOIS parvenu de mon côté 
à l'équation différentielle du troisième ordre 


3 +3pzs +(p+2p+4g)s +2(g +—2pq)z=0 


dont les solutions sont les produits de deux solutions de l'équation 
du second ordre 
Y'+<pYr +qgy =0;: 


mais Je l'obtiens sous une forme un peu différente, en prenant 
pour point de départ l'équation 


DIN, 2AY + A y By. 


Un calcul facile me donne 
(2) 2A =" + 3A'z"+ As — ,B3 + 2B'z, 
et voici les conséquences que j'en ture. Faisant dans l'équation de 
Lamé, sn?x — t, on obtiendra pour transformée l'équation (1), où 


l'on prendra 
A—4t(1—#t)(1— At), 


2B=n(r—+1)At+ A. 


Les fonctions À et B étant ainsi de simples polynomes, du troi- 
sième et du premier degré en t, la diflérentiation d'ordre p de 
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l'équation (2) donne 


Jane EE 


2A sp (2p + 3)A'srtt + | A'—2B | sr 


+[2p(p—1)(p —2)+9op(p—1)+6p—(2p+1)(rnèæn)|kz=0o; 
or on peut mettre le coefficient de z?, sous la forme 
(2p+1)(p—n)(p+n+t); 


il s’annule donc en faisant p — nr, et en adoptant cette valeur, 
l'équation est satisfaite si l’on pose 37 — const. L’équation (2) par 
conséquent admet pour solution un polynome entier en { de 
degré n, 3: = F(t), et les conclusions auxquelles vous êtes parvenu 
pour » —1 s'étendent d’elles-mêmes au cas où 7 est quelconque. 
En effet, deux solutions y, et y: de l’équation (1) sont liées par 
la relation 
- dyi dY2 G 


M Ua 





où C est une constante, et en y joignant la condition 








d(Y1. Ya) __. dy: dya 
dt TACRPr “ œ 


on en déduira 





et par suite 


ARR à Fe CG | 1 dy2 I [r@ C | 
nr ne Cm | Der ermere lon me oem || = = — Rs = | 
2 2 











d’où enfin 

1 F'(4) C 1 F'(#) C 

9 CETTE == dt = — — — dt 
(3) J = c AJ re * ra + G' AJ Tr TE Ù 


en désignant par G et G’ deux constantes arbitraires. 
Voici maintenant, à l’égard de la constante C, une remarque 
essentielle. On tire aisément de l'équation (2) la suivante 


(4) A(233"— 3?) + A'33:—2Bz2—N, 


et ce résultat se vérifie sur-le-champ en diflérentiant et divisant 
les deux membres par 3. Mais à la solution spéciale de cette équa- 


Le rs 
117 / 


SUR L’ÉQUATION DE LAMÉ. 
uon qui est donnée en prenant pour z le polynome F(#), corres- 
pond une valeur entièrement déterminée de N. Qu'on attribue 
en effet à la variable { pour valeur particulière une racine de 
l'équation y, = 0, nous aurons en même temps 3= 0,3 —Yy,Y2, 
donc N = A(7,72)°. Or en attribuant cette même valeur à £, dans 
l'équation 

dy dyo (® 


1 PET? 





vous voyez qu'on en conclut C— YA Yy!y:; nous parvenons par 
suite à cette expression C — VN, et tout se trouve par conséquent 
déterminé dans la formule (3) qui donne ainsi la solution complète 
de l’équation de Lamé. 

Vous reconnaitrez maintenant sans peine qu’en posant N — o 
on a les valeurs particulières de } auxquelles correspondent les 
solutions qui, à l'égard de la variable x, sont des fonctions double- 
ment périodiques, mais en laissant de côté ce point, je vous indi- 
querai une dernière remarque. L’équation (4) montre qu’en suppo- 
sant N différent de zéro, 1l est impossible d’avoir à la fois 
F(£) = o et F'(4) — 0, de sorte que la première équation n'a que 
des racines simples. Soit 4 — 7 l’une quelconque de ces racines, 


T I 
t) - rame: 


Si nous désignons par T la valeur de À pour { —7, de sorte que 


et faisons 








l'équation (4) donne 
Er) = N, 


on en conclura 
_N YT 
ee -Erwe ED es 
el par conséquent 
F'(4) UNS … I | - VA + WT 
F(£) COFTTTE D | + RE DhoRers 


Cette formule conduit de la manière la plus facile à l'expression 
de l'intégrale qui figure en exponentielle dans l'équation (3). 
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Faisant en effet { — sn?x, rt — sn?w,ona 


QUAE VIT Ress rene 


sn?z — sn°?w 
+ Des (4 Q'(x) O'(w) 
= [TE - Ex) me | “ 
(voyez Comptes rendus, p. 1086). Soit pour plus de clarté w,, 


&2, ..., Wy les n déterminations de w qui correspondent aux 
diverses racines 7, et qui ont été choisies de telle sorte qu'on 


dx 


25 Er 





ait WT — snw cnw dnw, en excluant comme vous voyez la suppo- 


sition /T = — snw cnw dnw, nous parvenons à ce résultat 





1 F'(£) VN Q'(uw) 
if Lro al H(x— 1) H(x —u)...H(T— un), my EXT 
67) 


etil est clair qu’on aurait semblablement 


[Fe VA E Le 
) ri ral" Het) H(æ+ 0). H(a-un) =) Ge 
O7) 








Cette méthode pour intégrer l’équation de Lamé se trouve dans 
les feuilles lithographiées de mon cours de 1852 à l'Ecole Poly- 


LeCHQUENMP EE" 
17 décembre 1877 





(EL) FO page 118 de ce Volume. HOT 





SUR UN THÉORÈME DE GALOIS 


RELATIF AUX 


ÉQUATIONS SOLUBLES PAR RADICAUX (‘). 


J.-A. SERRET, Algèbre supérieure, t. I, 5° édition, p. 677-680. 


Etant données deux quelconques des racines d'une équation 
trréductible de degré premier, soluble par radicaux, les autres 
s'en déduisent rationnellement. 


Lemme I. — Soient 
F(æx) 10 


une équation trréductible de degré quelconque n, et 
Toy Vi, Lo, ..., Æn—1 
ses n racines. St toutes les fonctions des racines invariables 


/ k+: ae 
par les substitutions de la forme xx, &xs1 où ( ÿ ) (les indices 


étant pris comme fait Galois, suivant le module nr) sont ration- 
nellement connues, on pourra déterminer rationnellement une 
fonction entière o(x) du degré n —1, telle qu’on ait 


Ti= (To), To = P(X1), .….., Crii = 9(TE), ET O Ln1 = P(Tn-2). 
On a, en effet, 


P(r)= (ar œ5) (x — di) ... (TZ — Tnt), 





(:) Gette Note a été publiée seulement dans l’Algèbre supérieure de J.-A. 
Serret, qui s'exprime ainsi (loc. cit., p. 677) : « Il ne sera pas inutile de pré- 
senter ici une analyse remarquable que M. Hermite m'a communiquée, et qui à 
pour objet la démonstration de ce théorème de Galois. » Me 
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et, si l’on pose 


2 Pr F(æ) Lo F(x) To 

il est évident que o(x) sera une fonction entière du degré n —1 
en æ et que ses coefficients seront des fonctions des racines inva- 
riables par les substitutions de la forme 4%, æx413; on voit aussi 
immédiatement qu'on a 


2(To) = Ti, p(t1) = Xe, va 


ce qui démontre la proposition énoncée. 


Lemme IT. — Sr une équation irréductible de degré premier n 
est telle que toutes les fonctions des racines invariables par 
les substitutions de la forme xx, ær,,, et de la forme xx, Lot, 
o désignant une racine primitive de n, sotent rationnellement 
connues, on pourra déterminer rationnellement une fonction 
entière de 9(x) de degré n —1, telle que l’on ait 


di + ÀT + A2, +... + M2 Dons n—1 
p p P 


Î 
-6 
ue." 

8 
[2 
ci 


(Te + Toi + ro ARC PE me ne Jaltes p(æi), 


ee 60 © © © 5 on 9 5e 00 © + «0, at ane) ee © een 9 © 0 27% +, 2,0 nn 0 ES RS OS 


(Tn + À To+n-—1 = Thin 3 1522 eu A2 Don + n—1 jt te P(Tn+1 de 


les indices étant pris toujours suivant le module n et À dési- 
gnant une racine de l'équation binome A1 —1,. 


Pour démontrer cette proposition, nous ferons voir que le 
système des équations linéaires ainsi posées entre les coefficients 
indéterminés de la fonction ? n'est pas altéré lorsqu’à la place 
d’une racine quelconque æx on met æ%,, et aussi quand on rem- 
place xx par æ,4. 

Le premier point est évident, puisque chaque équation se 
déduit de la précédente en ajoutant une unité aux indices des 
racines, et qu'en opérant de la sorte sur la dernière on reproduit 
la première. 

Le second point se vérifie aussi immédiatement par rapport à 
l'équation 


ri+ Aro + Lost. + Amon) = o(To), 


SUR UN THÉORÈME DE GALOIS. ASI 
car la (7 — 1" puissance de la fonction linéaire 


Ti + À To + Nrp+. ..—+ Àn--2 Ton? 


ne change pas quand on muluüplie cette fonction par À; or cela 
revient à multiplier les indices des racines par p, ce qui ne change 
pas non plus le second membre (x). Mais les autres équations 
du système ne se comportent plus de même. Dans l’une quelconque 
d’entre elles 


(Ti+a + \Lo+a + Tpi+a +: + A2 Lon-2 + a T1 = P(Ta), 


faisons 4 = p#(mod. #7), ce qui est possible, puisque + ne recoit 
plus la valeur zéro; 1l viendra 


 () (aispe+ Toro + Loos... + Amon pa) = pren), 
et, en multipliant les indices par p, 
(2) Cæpepati + Amostpats + Mopieput + ME Dons pu} = QT). 
Or la (n — 1)°"° puissance de la fonction linéaire 
Lotpnti+ À Tpitonts +... + Mons pas 


ne change pas quand on mulüuplie cette fonction par À; au lieu de 
l'équation (2), on peut donc écrire la suivante : 


(Ton-1+ our + À Do put: + À? To+ put +, ,. —- }r—2 Don—1+ pat }r—1 — P(Tpu+ dE 


Or, en remarquant que p#7!= 1(mod.7),on reconnaît que celle-ci 
se déduit de l'équation (1) par le changement de x en a +1. 

Il suit de là que la substitution x4, æ,x ne fait que permuter 
circulairement nos équations, rangées, à partir de la deuxième, 
suivant l’ordre des valeurs croissantes de 1. En les résolvant par 
rapport aux coefficients de ©, on sera conduit à des fonctions 
rationnelles des racines, invariables par les substitutions zx, æx4, 
et æ4, xt; de sorte que ces coefficients s’exprimeront bien ration- 
nellement, comme nous l’avons annoncé. Notre lemme est donc 
démontré, et l’on en déduit le suivant : 


Lemume II[. — Sc une équation de degré premier est réso- 
luble algébriquement, l'équation de degré moindre d’une 
unilé, qu’on forme en divisant son premier membre par un de 

H. — II. 31 
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ses facteurs linéaires, appartient à la classe des équations 


abéliennes. 


En effet, relativement à l'équation de degré 7 — 1, qu'on obtient 
par la suppression du facteur x — x, et dont les racines ont été 
représentées par 


Dit  Tp+tar pts see Cp + 
on connaît r'ationnellement la fonction résolvante 
(Tito + À Lo+a + Toto + + A2 D pn2 + ) TL 
Les trois lemmes que nous venons de démontrer permet- 


tent maintenant d'établir très aisément le théorème que nous avons 
en vue. Faisons pour un instant 


Thk+o = », 67 r 


Puisque nous connaissons (lemme III), en fonction rationnelle 
de z4, l'expression 


(Xo + AK + À? X2 + NO ÀAn—2 X yes) tai 


nous devons pareillement regarder comme connue toute fonction 
rationnelle des racines X4, invariable par les substitutions de la 
forme X4, X4,,. Cela nous place dans les conditions du lemme ]; 
ainsi nous pouvons former une fonction + telle qu’on ait générale- 


ment 
XiEr— ® (Xx). 


D'ailleurs, les coefficients de cette fonction s’exprimeront ration- 
nellement par les quantités connues et la racine +,; de sorte qu’en 
mettant cette racine en évidence nous aurons 


NÉE D CXENTS) Où Zita = O(Tpktas Ta). 


Or on peut prendre 9#= 6, 6 étant un entier arbitraire, mais essen- 
tellement différent de zéro; 1l vient ainsi 


Th6+a — D(TE+a Ta). 


Cette équation exprime précisément la relation que nous nous 
proposions d'établir; elle montre très facilement comment toutes 
les racines s'expriment de proche en proche, au moyen des deux 


Fr 
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racines arbitraires Zy, Zoe; et met immédiatement en évidence 
dans quel ordre elles naissent ainsi les unes des autres. 


Il est aisé de démontrer que, réciproquement, la relation. 
précédente, admise entre trois racines Z4, Zuyé; Laype, entraîne la 
résolution par radicaux de l’équation. 

A cet effet, soient 0 une racine de l'équation binome z"—1, et 


F(0)=(to+0vi+ 0xo+...+ 02-12», 3)" 


la fonction résolvante de Lagrange. D’après la propriété caracté- 
ristique de cette fonction, on pourra, sans altérer sa valeur, 
ajouter aux indices des racines un nombre entier arbitraire &, et 
écrire 

F0) = (va + 0Tors + Toro +... + Out ooi ns) 
Cela posé, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais différent 
de zéro, et prenons 6, de manière qu’on ait 


00=1 (mod.n), 


on voit immédiatement qu’on a 
F(06) = (Ta + 0 Lure + VTorse +... + Or in—16 )', 
et 1l est clair qu’en employant la relation 
Lp6+a = P(TE+u La), 


on pourra, par des substitutions successives, transformer le second 
membre en une fonction rationnelle IT de deux racines £4, Tu48, 
de manière à avoir 

F (06) = (re, Ta+8) 


pour une valeur quelconque de lindice arbitraire «. 
Cela étant, soit, comme plus haut, À une racine de l’équation 
binome z"-!— 1, la fonction 


[I (To Ta+8) + ATI(To Ta+p6) 


+ \II(Te, La+p8) +... + AI (To Ta+p"—16 Let 


conserve la même valeur quand on met 56 au lieu de 6, c’est-à-dire 
qu’elle est indépendante de la valeur attribuée à 6. Chacun des 
termes dont elle se compose est d’ailleurs indépendant de &; donc, 
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en la transformant, au moyen de la relation . 
T'a+p6 — D(Ta+6 Ta); 


en une foncuon rationnelle des deux seules racines æ4 et æuue, 
cette fonction devra se réduire à une quantité connue. Effective- 
ment, si une fonctüon 


u = Y(Ta+6; Ta) 


conserve la même valeur, quels que soient les indices x et 6, le 
second indice étant différent de zéro, on peut écrire 


n—1 nn —1 


n(n—iu=d Di traes Ta) 
œ 
0 1 


relation dont le second membre est une fonction symétrique de 
toutes lés racines Zo, Zi, ..., Æn1. 
Il résulte de là que nous pouvons regarder les » — 1 quantités 


I(Ta, Late) Te 7 Tout) SOL (xx, Da+p"6) 


comme les racines d’une équation abélienne résoluble par l’extrac- 
tion d’un seul radical de degré 7 — 1. Or, ces quantités une fois 
obtenues, nous connaissons, pour toutes les valeurs de 6, excepté 
6— 0, la puissance n°"° de la fonction résolvante F(6%); donc, 
par l’extraction de n —1 radicaux du n""° degré, nous aurons ces 
diverses fonctions résolvantes, et, par conséquent, les racines 
elles-mêmes. On sait d’ailleurs, par une observation d’Abel, que 
ces na —1 radicaux s'expriment rationnellement en fonction de 
l’un d’entre eux et des quantités sur lesquelles ils portent, quan- 
tités qui sont, comme nous venons de le dire, les racines d’une 
équation abélienne. 
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HERMITE, Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, 
P. 139-149. Gauthier-Villars, 1873. 


I. Une surface étant définie par l’équation F(x, y, 3) = 0, les 
coordonnées d’un quelconque de ses points seront des fonctions 
de deux variables différentes, et devront s'exprimer de cette 
manière 

D — CU MUC, u), s—0(E w). 


Et si nous considérons une seconde surface dont tous les points 
se déduisent par une construction déterminée de ceux de la 
première, leurs coordonnées seront représentées pareillement par 
ces expressions où figurent les mêmes variables indépendantes { 


CEA NA 
XP (LU D V(I, uy GO UL Un 


Cela étant, la théorie du contact repose encore sur la considéra- 
tion de la fonction à — f{(t, u), qui donne la distance de deux 
points correspondants, savoir 


{il 
LX—2)+(Y—y}+ (22) | 
[b(t,u)— o(t,u)JP+[W(4u)—v(tu)P+[e(t,u)—06(t,u)F{?, 


à 


I 


I 


et nous dirons qu’en un point donné par les valeurs {= a, u = b, 
les surfaces ont un contact du ni" ordre, lorsqu'en posant 
t—a+h, u—= b+-k, la distance à est infiniment petite d'ordre 
n +1 par rapport à et Æ. Mais il faut tout d’abord préciser ce 
qu’on entend par l’ordre d’un infiniment petit par rapport à deux 
autres. Nous imaginerons à cet effet que L et À dépendent d’une 
seule variable, en faisant par exemple # — w h, et supposant w fini. 
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Cela posé, la quantité 
d—f(a+h,b+wh) 


pourra se développer en série suivant les puissances croissantes 
de A, et il sera désormais entendu qu’elle est infiniment petite 
d'ordre x +1, lorsque indépendamment de toute valeur attribuée 
à w, les coefficients des puissances de X jusqu’à la n°"° seront tous 
nuls. En admettant ce principe, on déduira sur-le-champ de la 
définition de l’ordre du contact à l’égard des deux surfaces, ces 
conséquences qu'il suffit d’énoncer: 


1° Les trois différences X — x, Y — y, Z — z doivent être cha- 
cune infiniment petites de l’ordre n + 1; 

2° Ces conditions restent les mêmes en changeant les axes coor- 
donnés ; 

3° Elles subsistent si l’on change de variables indépendantes, 
en posant 


t = f(T;v), t= fit vd). 


Ainsi en admettant qu à { — a, u — b répondent 5 = «, u = $, 
et qu'on ait 


a+h= f(a+i,, P+y), b+k= fi(ati, B+7y), 


si les quantités X— x, YŸ — y, Z— 3: sont infiniment petites 
d'ordre nr + 1 par rapport à L et k, elles seront infiniment petites 
du même ordre par rapport à £ et 7. 

4° Prenant d’après cela pour variables indépendantes les coor- 
données æ et y, de sorte que les équations des surfaces devien- 
nent 

2= f(x, y), 
X = (710) MC af L=F(x, 7), 


” 


une des trois fonctions $, f,, F détermine la nature de la seconde 
surface, les deux autres, # et $, par exemple, la loi de correspon- 
dance de leurs points, et les conditions relatives aux différences 
X — x, Ÿ — y caractérisent les lois de correspondances compa- 
übles avec la définition de l’ordre du contact. Quant aux condi- 
tions concernant les surfaces elles-mêmes, elles se déduisent des 
développements que donne la série de Taylor étendue à deux 
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variables, savoir : 
F(a+h,b+k) 


ne. Das A AELS.. dE ,&F\ h? 
mb 2? da AR AN Te 0e + mr) re 


f{a+h, b+wh) 


: LAN TOR (Etes | d'f d&f\ he? 
NES (S +0) + (TE +0 PT +7) VS 





on exprime en eflet que la différence Z — 3 est infiniment petite 
d'ordre #7 +1, en posant 


F(a,b)= f(a,b), 
dF ADR GS _df 








PORN DR? 
5 8 7 ÿ He “0 D. | SO Dre ; . RRÉUT ; à 
PRO ART UE ui Pere 


et considérant w dans ce système de relations comme une indéter- 
minée ; il en résulte que le contact du premier ordre exige trois 
équations : 


dF  df dE df. 


7 UE ab: 


le contact du second ordre six, car aux précédentes il faudra 
joindre celles-ci : 


&F  æf _dF &f &F  «æf 
da? da’ da db da db db? db?’ 

















(n+i)(n +) 


et en général le contact d'ordre n, < 


équations. C’est 
ce nombre qui donne à la théorie dont nous nous occupons son 
caractère propre, et éloigne, sauf le premier cas de n —1, toute 
analogie avec celle du contact de deux courbes, ou d’une courbe 
et d’une surface, comme on va le voir par les applications sui- 


vantes. 
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IT. En premier lieu, nous envisagerons le plan 


Z=aX+bY +0, 


dont l'équation renferme trois coefficients, de sorte qu'on peut, 
comme pour la ligne droite à l’égard d’une courbe, obtenir, en un 
point quelconque 

At, Ye 0 


un contact de premier ordre avec toute surface 3 — f(x,7). Ayant 
en effet 
FER) = ax + bY Pc 
les conditions 
LATEST Aro 
donnent immédiatement 


dz E 
b d 


z=ar+by+c, 1e RE 


et l’on retrouve ainsi l'équation déjà obtenue du plan tangent sous 
la forme 


z ne ds 48 
SSSR)" CURE 


Nous remarquerons, avant de faire les applications de ce résultat, 
qu'en supposant parallèle au plan coordonné des XY le plan tangent 


en æ,Y, 3 à la surface z — f(x,7), on a nécessairement 
d d 
df = 0, 422 Ur 
dx dy 


Et si le plan des XY est lui-même tangent à l’origine des coor- 
données, la fonction f(æ,7) ainsi que ses dérivées partielles du 
premier ordre s’annuleront pour x — 0, y —0, de sorte que le 
développement par la série de Maclaurin de l’ordonnée z suivant 





les puissances croissantes de æ et y commencera seulement aux 
termes du second degré, et sera de la forme 


3= ax + bxy + cy!+ dii+ex?y +... 


De là se déduirait que la distance au plan tangent d’un point 
d’une surface infiniment voisin d’un point de contact est un infini- 
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ment petit du second ordre. Mais d’une manière plus générale, 
comme par définition la distance à de deux points correspondants A 
et B de deux surfaces, infiniment voisins de leur point de contact, 
est infiniment petite d'ordre #? + 1 lorsqu'elles ont un contact du 
ne ordre, il en résulte «a fortiori que la plus courte distance du 
point À de la première surface à la seconde, est aussi infiniment 
peute du même ordre. 

Observons enfin qu’en supposant 3 une fonction implicite déter- 
minée par la relation 


. } DCE MNS) — 0, 
l'équation 


2, — 3 = 





FE, race , ze 
TA er) | sr — y) 


reprend la forme sous laquelle nous l’avions précédemment 
obtenue. On a en effet 











df..d3 1%, dif; à df dz df. 
Je di de dy ‘dr 00 
d’où l’on tire 
df df 
he, CE Hs ON 
LE TRAT 7 df ? 


et en substituant il vient 


df af df 
X—x)=— +(Y—y)—=— +—(Z—-3)—= —= 0. 
( re pi 7) dy dz 
Nous en conclurons pour la normale à la surface, c’est-à-dire 
la perpendiculaire élevée en x, y, 3 au plan tangent, les équa- 
tions 











en supposant que les axes coordonnés soient rectangulaires. 


IIL. Soit pour première application les surfaces données par 
l'équation 
; f(x— az, y —bz)=0, 


ou plus simplement 


f(a, 8) = 0, 
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en posant 
1=XT—AZ, B=y—0ds. 


On uürera de là 


ICE. L = ARE CARE b df 
re da’ = dz da dé 


Cie, D L 


RE équation du plan 


de sorte qu’ en réunissant les termes en 


tangent devient 


D he SE LY— — y — b(Z—3)] = 0. 
Ce résultat fait voir que, quelle que soit la fonction f(«, f), ce 
plan contient la droite 


X—xr—a(Z— 3), Y— y = b(Z — 2). 


Effectivement, l'équation proposée est celle des surfaces cylin- 
driques, el le calcul met en évidence cette propriété du plan 
tangent, de contenir la génératrice qui passe par le point de 
contact. 

Nous considérons en second lieu les surfaces coniques qui sont 
données par l’équation 














fa, b) = 0 
en posant 
ie | He don 
EEE  3—0c 
On aura alors 
PRE. ONE 
dx  3—c da LE SA 
PC ON 
da (2 = cd 7: — clap 


et, par suite, pour l’équation du plan tangent, après avoir supprimé 


2?) L 
=) 04 
— C 


Il contient donc encore la génératrice qui passe par le point de 





» 


I 
le facteur - 








Mens] fes 


contact. 
En dernier lieu, les équations de la normale aux surfaces de 
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révolution 
À (a 8) 9; 
en faisant 
a—x?+ÿ?, B=— 3, 
seront 
X — x Y— y L — 2 





1) 


2æf'(a) 2yf(a) f(P) 


T 


A , : \ X Y . , 
et les deux premières se réduisant à = æ il en résulte que cette 


droite est dans le plan déterminé par le point (x,7,z) et l’axe 
des z, qui est l’axe de révolution de la surface. 


IV. Une surface reçoit le nom d’osculatrice, lorsqu'on a disposé 
de toutes les constantes qui fixent sa position et déterminent sa 
nature, de manière à obtenir, avec une surface donnée, le contact 
de l’ordre le plus élevé possible. C’est là, comme on voit, l’exten- 
sion naturelle de la notion qui s’est offerte dans la théorie du 
contact des courbes considérées sur un plan ou dans l’espace, et 
qui a reçu, dans le cas du cercle, une application d’une grande 
importance. Mais toute surface ne peut point devenir osculatrice 
d’une autre, comme toute courbe plane, quelle qu’elle soit, d’une 
ligne donnée. Il faut en effet que le nombre des constantes à déter- 
miner soit un terme de la série 


(n+i)(n +2) 


DU TOR RU... , à 


de sorte qu'il n’y a n1 sphère, ni surface du second degré oscula- 
trices, puisque leurs équations générales renferment repective- 
ment 4 et o coefficients. En général, une surface du m'"° degré 
(m+i){(m+2)(m+3) us 


1, ce qui conduit à poser 


en contient 
l'équation 


(ar) CR) nm + 1)(m+2)(m+3) 
2 0 COM r 


dont 1l y aurait lieu ainsi de rechercher toutes les solutions en 
nombres entiers et positifs pour #7 et nr. Mais l’Arithmétique supé- 
rieure ne donne à cet égard aucune méthode, et je me bornerai à 
remarquer qu'on y satisfait, par les moindres nombres, en pre- 
nant m — 9 et n — 9. Il n’y a donc aucune surface algébrique, de 
degré inférieur à d, pouvant être osculatrice, de sorte que la 
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théorie actuelle ne semble pas applicable au delà du plan et du 
contact du premier ordre. La considération suivante permettra 
cependant d’aller plus loin. En disposant des deux coordonnées 
d’un point d’une surface, on peut en eflet ajouter deux constantes 
à celles qui déterminent une sphère, et par conséquent la rendre 
en ces points osculatrice du second ordre, puisqu'on aura le 
nombre voulu de six quantités arbitraires. En disposant d’une 
seule des coordonnées on ajoute une arbitraire aux neuf coeffi- 
cients d’une surface du second degré, ce qui permettra de la rendre 
osculatrice du troisième ordre, non plus alors en un certain nombre 
de points, mais comme il le semble au premier abord, tout le long 
d’une ligne déterminée d’une surface quelconque. Nous allons 
traiter ces deux questions. 


V. L’équation de la sphère étant 
(X—a + (Y—b}P+(Z—c) = R?, 


on obtiendra les dérivées du premier ordre 


dZ, dZ, 
= — ) OO = — 
à dx ? dY 


par les relations 
X—a+P(Z-c)=0o, 


Y—b+Q(Z—-c)—=o, 
et celles du second 


TZ ea &Z _ &Z 
dX?”? MX AY dY?? 








par celles-ci, qui s’en déduisent en différentiant successivement par 
rapport à X et à Ÿ, 
Lt PEREZ — c) = 0, 
PQO+S(Z—c)—=o, 
1+ QHT(Z—c) — 0. 


Or les conditions du contact du second ordre avec une surface 








quelconque 3 — f(x,y), au point X — x, Ÿ — y, sont 
L'Ers ÈS GE GE DE 
dx D 
ls d?3 Do: “Hrais 
_ dx?’ ” dx dy’ dy ” 
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de sorte qu’en faisant 


dz dz d? 3 d? 3 , d?z 

— —— = — PE SR  — — —— 

“he vipr 7 7 dy” dx?° L dx dy É dy? \ 
nous les obtiendrons en remplacant dans les relations précé- 
D 2 P ORSS par Z, y, 2, p, gd; 1,5, L ce qui 


donnera 
T—a+—y(3—C)=0, 


ÿy—b#Hgqg(z—c)—0, 
1+p?+r(z—c)—=o, 

PY FIS(3— c) = 0, 
1+g?+ (3—0c) = 0. 


Cela étant, les trois dernières conduisent immédiatement par 
l'élimination de c ou plutôt de 3 — c aux deux équations de condi- 
üon cherchées entre x et y, savoir 


RTE J + q° 
r ji. FOR t ; 


et en chassant les dénominateurs, 


I 


0; 


72) par 
(EST ET SE q?)r = 0: 


On donne le nom d’ombilics aux points de la surface z = f(x,7), 
que déterminent ces relations, et que bientôt nous verrons s'offrir 
sous un autre point de vue. Je me bornerai en ce moment à les 
obtenir à l'égard de l’ellipsoïde 
= I, 
où 1ls ont un rôle extrêmementimportant dans l’étude géométrique 
des courbes tracées sur cette surface. En formant à cet effet les 
valeurs des quantités p, q, r, $, t, on trouve 








CR cé 

De Me 
ct(b2— y?) ; CP : ci(a?— x?) 
OPTION DRPTE TE MM 22 brz5 € 


et après quelques réductions, il viendra simplement 


(a?— c?)xy = 0, b?(a2— c2)x2— a?(b?— c)y?— a? b?(a? — b?) — 0. 
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Ces relations sont identiques dans le cas où l’ellipsoïde se réduit 
à une sphère, comme on pouvait le prévoir; mais si les axes sont 
inégaux, et qu'on suppose 


HR OE:0: 


nous parviendrons très aisément à ces solutions, les seules réelles, 


a? — b? b?— c? 
Tm=—+ta —— ) Vu 1O Do ee Re 
9 9 v ù 2 2 

ASC Er C0 


On en conclut que les ombilics sont les quatre points où les plans 


savoir 


des sections circulaires deviennent tangents à la surface. 


VI. Dans la seconde question, 1l s’agit de l’équation générale 
q Ù 5 q D 
du second degré 


F(X,Y,Z)=aX?+ a Y?+ a"2?+ 20 Y7Z + 20'ZX + 2b"XY 
+<2cX+9ocY+oc"Z+d=o, 


et des conditions du contact du troisième ordre avec la surface 
quelconque 3 —f(x,7). Alors il est nécessaire d'introduire, en 
outre des dérivées partielles du premier et du second ordre p, g, 
r, 5, t, celles du troisième que je désignerai ainsi 


d 3 ea di 3 re d'z / d3 3 
dx” ” dr? dy’ * dx dy? dy3 


Cela étant, et sans répéter ce qui a été dit tout à l'heure à 
propos de la sphère, j'écrirai immédiatement ces relations 


ax?+ a'y?+a"z+2byz-+2b'3x+20"xy+ocx+2cy+2cz+d=o, 
(b'x+by+a"zs+c)p+ax +b'y +b'3+c = 0, 
(b'x + by +a'z + c")q +0"x + a'y +03 Fc; 


puis celles-ci, qui contiennent les dérivées du second ordre, et où 
je fais pour abréger 


= b'x+by+a"z+c, 


savoir 
wr + a"p+2b'p+a=o, 
ws + a" pq + bp + b'q + b'= 0, 
wt+a"g?+ 20q + a = 0. 
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On en tire, par la différentiation, ces quatre dernières équa- 
tions, où entrent les dérivées partielles du troisième ordre, et qui 
ne contiennent plus que les coefficients a”, b, b', c” sous forme 


homogène 
wg + 3(a"p +b')r = 0, 


wh+(a"q+b)r+a2(a"p+ 06")s=0, 
l'wk+(a"p+6!)t +o(a"qg +b})s= 0; 
wl+3(a"q +b)t = o. 


Voici la conséquence remarquable à laquelle elles conduisent; 
deux d’entre elles donnent 


a" p + b'= — a'q+b=— —, 


W g uw l 
3r ? 

et, en substituant dans les deux autres, la quantité w disparaîtra 
comme facteur commun, de sorte qu’au lieu d’une seule équation 
de condition entre x et y, nous obtenons les deux suivantes (t): 


3hrt— Tr? — 9 gst — 0, 


3krt — gl?— 0 [rs = 0. 


Mais, en même temps, les inconnues &”, b, b', centre lesquelles 
on n'a plus que deux équations, et par suite tous les coefficients 
de F(X, Y, 2), s’exprimeront enr fonction linéaire et homogène de 
deux indéterminées À et 4, de sorte qu'on doit poser. 


F(X, Y, Z) = À + u Pi, 


où ® et D, sont des polynomes entièrement déterminés. Il s’ensuit 
qu'en un nombre fini de points de la surface z = f(x,7), et non 
le long d’une ligne comme on l'avait d’abord présumé, nous obte- 
nons un faisceau de surfaces, au lieu d’une surface osculatrice 
unique du second degré (?). 


(:) Elles expriment, comme on le vérifie aisément, que le polynome du troi- 
sième degré g+ 3hX + 3kX + 1est exactement divisible par r À +2sÀ + 4. 
(2?) Il est remarquable qu’on trouve des lignes en appliquant cette théorie aux 
surfaces du troisième degré; ces lignes sont les 27 droites situées sur ces surfaces. 


SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. I, 
1879, p. 311-325. 


C’est à Euler qu’est due la première méthode d'intégration de ces 
équations dans le cas où, les coefficients étant supposés constants, 
l'équation a la forme 


PR + Ce = 101 
Cauchy a ensuite donné une seconde méthode, qui est celle que 
nous allons exposer. 
À cette équation différentielle, Cauchy a rattaché l’équation algé- 
brique suivante 
a+Bz+ysz+...+31—0, 


obtenue en remplaçant les dérivées successives de la fonction y par 
les puissances de l’inconnue z, dont les exposants sont respective- 
ment égaux aux ordres de dérivation. Soit F(3) le premier membre 
de cette équation, que Cauchy a appelée l'équation caractéristique 
de l’équation différentielle proposée. # nous envisageons l'intégrale 


= [ES Ve 


suivante 


où IT(3) est un polynome entier en 3 à coefficients arbitraires, et si 
nous supposons cette intégrale effectuée en faisant décrire à la 
variable z un contour fermé tout à fait quelconque, nous allons 
montrer que cette intégrale est une solution de l’équation diffé- 
rentielle proposée. 
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Dans le cas particulier où le contour ne renferme aucun pôle de 
la fonction — c’est-à-dire aucun point qui ait pour affixe une 
racine de l’équation caractéristique, l'intégrale est nulle, et y = 0 
est bien une solution de l'équation différentielle proposée; mais 
c’est dans le cas où le contour renferme des pôles que nous obte- 
nons effecuvement des solutions. 

Pour démontrer ou plutôt pour vérifier ce théorème, formons 
les dérivées successives de l'intégrale par rapport à x; nous 
aurons 


CICR zII(z) | 
dr? à F(3) 4 


dn y LV ï ex ;"IT(3z) 
dan F(3) 


chacune de ces intégrales étant toujours supposée effectuée le long 
du contour fermé. 


Substituons dans équation proposée; le premier membre de- 
vient 
2x] 
fe + Bz+...+ 31) dz. 


On voit que F(3) disparaît comme facteur commun et que l’in- 
tégrale est celle de e*II(3), qui, effectuée le long du contour 
fermé, est nulle, puisque IT(:) est un polynome entier. L’équation 
est donc vérifiée, ce qui démontre que, quel que soit le contour 
fermé d'intégration, l'intégrale 


ezxII(3) 
17 
D FT) 


est une solution de l'équation proposée. 


Remarque. — H(3) étant un polynome de degré quelconque, il 
semble qu'il entre dans la solution un nombre quelconque de con- 
stantes arbitraires; mais 1l est facile de voir que ce nombre est au 
plus égal à n. En effet, on peut toujours, si (3) est de degré 
supérieur à celui de F(3), écrire identiquement 








RENE ÿ(z) 
PP ME) 


H. — III. 32 
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W(z) étant un polynome entier en 3 de degré inférieur à », d’où 


fee fonvioas f EE B as 


mais, en intégrant le long d’un contour fermé quelconque, on voit 


l’on tire 


que la première intégrale s’évanouit, puisque ®(z) est un polynome 
entier, et 1l ne reste que la seconde où W(3) renferme au plus 
n constantes arbitraires, puisque son degré est au plus égal 
AN" 

Nous allons maintenant passer de l’expression de la solution sous 
forme d’intégrale à une expression sous forme ‘xbS 


I(3) 
= 


pondent aux racines du dénominateur affixes de points intérieurs 


Soit S la somme des résidus de la fonction © qui Corres- 


au contour d'intégration. 
L'intégrale aura pour valeur 217$. 
Calculons ces résidus. 
Supposons d’abord que l'équation caractéristique n'ait pas de 
II(z) 
F(z) 
simples. On peut toujours supposer que le degré II(3) est in- 


en éléments 





racine multiple, et décomposons la foncuon 


férieur à celui de F(3); par suite, le résultat de La décomposition 


sera 














XTI(3) 


ne elle devient 


Faisons 3 = a + À dans la fonction ‘ 





exla+hI[(a + h) 1! eur hx h2 x? _ ) 


F(a+h) ur | 129 


A 
x (% +p+qh+rhte..), 





I ARE 
donne seul un terme en Le résidu sera 


Z3— / 


puisque le terme 


donc égal à Ae%*; on a donc pour première solution, en intégrant 
le long d’un contour qui ne contient que la racine a, 2irA ex. 
En général, le contour pas contenir un nombre quelconque 


de pôles de la fonc Uon 


F(z) 


» la solution générale sera de la 
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forme 
Jy=Aetx+Berzt+,.,+Le!r, 


a, b, ..., l'étant les racines de l'équation caractéristique, et A, 
B, ..., L, x constantes arbitraires qui peuvent être nulles et qui 
renferment le facteur 24r%. 

Supposons maintenant que l'équation caractéristique ait des 
racines multiples, et soit 


F(z)=(3—a)#1(3— b)8+1,,.(3— 1), 


La formule de décomposition est alors 








Nous aurons, en faisant 3 — a + h. 


Ua+h) _A A. re 
F(ath) he j 





les termes suivants ne contenant pas de puissances négatives de A; 
d’ailleurs, 





é IST RE 


DEN CCE ri LE 2 
etla+h) — eax Fe en SR A 


Pour avoir le résidu correspondant à 3: — à, c'est-à-dire le coeffi- 


ë I ; H(a+A À : 
cient du terme en — dans le développement de Da ER) ertath) il 
D F(a+h) 
suffit de multiplier les coefficients des termes qui se correspondent 
dans les seconds membres des deux égalités précédentes. On trouve 
ainsi pour expression du résidu, et par conséquent pour une solu- 
uon de l'équation différentielle proposée, 


AT Ayax% 
D AN den à eme a OÙ 
I 1.2.0 





DIT ex (a + 


La solution générale sera donc de la forme 


ea (o + do1% +...+ art) + 62 (Nb + Vbi® +... + VbBrB) +... 
+ et (L + Dir+...+ Lx), 
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et, comnie 
(a+i1)+(B+i)+...+(i +1) = 2, 


on voit que la solution générale contient » coefficients arbitraires. 
Faisons une vérification dans le cas des racines simples. 
Montrons d’abord que y — Ace est une solution; nous parti- 
rons de là pour vérifier la solution générale. Soit donc 





Vie A eax, 
= —= Aa ete 
T 
2 
2e —= À a? eax 
T 
00... , 
nm 
: # — Aaneax., 
T 


Substituant dans l’équation différentielle, le premier membre 
devient 
A eat(qa+fa+ya?+...+an). 


Or le second facteur n'est autre chose que F(a); il est donc 
nul, puisque F(3) — o admet la racine a. Donc y — À e% est une 
solution. | 

Je dis que, si y, et y: sont des solutions, il en est de même 
de VA): 


En effet, si l’on a 








d [2 n 
va CAR A" 
dx? dx 





il vient, en ajoutant, 
d d? 
CAGE ut Vlan Pire) Eyes (it ya) =0; 
ce qui montre que 7, + y»: est une solution. Il en serait de même 
de la somme d’un nombre quelconque de solutions de la forme 
A et, ce qui vérifie la solut” 3n générale 


Aet£#+Bebx+,.,+ Lex. 


Passons au cas des racines multiples. La vérification est moins 
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immédiate. Nous considérerons, pour y parvenir, une transformée 
de l'équation différentielle proposée, dont la variable 3 sera liée à 
la variable y par la relation 


A4 —= LT À 


m étant une constante arbitraire. Formons les dérivées successives 
de y; on aura 





dy 
es Ci enix m 3 — pan 
dx ( }s 
dy 
s = G 2 r ne [/4 
me emt(mi3+2m3 +23.) 


On voit que, en substituant dans l'équation proposée, on obtient 
le produit de e7% par une fonction linéaire de 3 et de ses dérivées. 
Nous avons donc identiquement 


d 
AVE = HS — ent(Gz+Hz+.,.+Lztm),. 


Pour calculer les coefficients constants G, H,...,L, remarquons 
que nous n'avons fait aucune hypothèse sur la nature de 3, qui est 
une fonction quelconque de x. Faisons 3 — e**, h étant une con- 


stante; nous devons avoir identiquement, en divisant les deux 
membres par le facteur e(#+#)x, 


a+ B(m+h)+y(m+h}+...+<(m+h}r=G+Hh+...+LAr. 


Le premier membre est F(m + h); l'identité précédente devant 
avoir lieu quel que soit k, les coefficients G, H, ... doivent être 
égaux respectivement aux coefficients des puissances successives 
de dans le développement de F(m + h). On a donc 


CE (772 
= (72 
fs F2(m) 
DIRE: NP 


L’équation transformée est donc la suivante : 


2 "M 
eme |: sFCm)+ LEP (m 1) _ ee Er 4 107 
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Supposons que 77 soil une racine simple de l’équation caracté- 
ristique ; alors F(m) = 0. L’équation précédente commence par un 


dz sn, ; 
terme en =; elle est donc vérifiée si l’on suppose que z est une 


constante A. L’équation proposée aura pour solution correspon- 


dante 
a A enx. 


Si m est une racine double, on a F(m)—o, F'(m)=o; la 


d z 
transformée, commençant par un terme en Ts” est vérifiée si l’on 


suppose que 3 est un binome du premier degré en x(3 = À + Bx). 
La solution correspondante pour l'équation proposée est 


y =emr(A+ Br). 


On verrait de même que, si m est une racine d’ordre de multi- 
plicité à + 1 de la caractéristique, on a pour solution de l’équation 
différentielle 

J'= en CAEBTr +... + Lrt), 


À, B,..., L étant des coefficients arbitraires. 

Nous allons maintenant déterminer les constantes arbitraires 
que renferme la solution générale de léquation différentielle 
linéaire, de façon que pour une valeur particulière de +, pour 
æ = 0 par exemple, la fonction y et ses dérivées successives pren- 
nent des valeurs données. 

Voici quelle était la méthode suivie avant que Cauchy eût donné 
une solution générale de ce problème. Prenons le cas où F(3) n’a 
que des racines simples; la solution est de la forme 


Jy=Aex+Beñx+,..+Le!x, 


On forme les (7 —1) premières dérivées, on y fait + = 0, et, 
en égalant les valeurs qu’elles prennent aux valeurs données 
Vos Vos + Yo  ontobtient, pourdéterminer AS BE 
n équations suivantes : 


À an AL BR be EL Ir DU AE 


ns .  — | 
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Quand on passe au cas où l’équation caractéristique a des racines 
multiples, cette méthode est d’une application difficile, puisque 
les dérivées de y sont plus compliquées et que les diverses racines 
n’entrent plus de la même manière dans les équations à résoudre. 

Cauchy a donné une méthode très simple, qui est la même dans 
le cas des racines simples et des racines multiples. 

Reprenons la solution de l'équation différentielle sous la forme 


Et ezxII(3) A 
== Fe a 


pour que cette intégrale soit la solution générale, 1l faut supposer 
que le contour d'intégration renferme à son intérieur tous les 
points dont les affixes sont des racines de F(z), et, comme l’inté- 
grale ne change pas de valeur quand on agrandit le contour, je 
supposerai que c’est un cercle dont le centre est à l’origine des 
coordonnées et dont le rayon sera très grand. 

Il s’agit de déterminer les coefficients de IT (2) de sorte que, pour 


[ ezxT[(z) Æ ÉAAUES 
L=O, — | ——— ds et ses n —:1 premières dérivées prennent 
2UT Fa} 
les valeurs données, que je supposerai être Yo, Yi .., Y97 1; 


nous avons les n équations 














I IT (3) 
DT F(z) PA a) 
1 FE Ur 
2ÛT F(z) LE 
I 3° II(3) ’ 
re F(z) HE 
A 
I zn—1II(z) 
— - ds = yin-1), 
2iT F(3) + 1000 
. ; AT , (3 . 
Pour obtenir ces diverses intégrales, développons . . suivant les 


puissances décroissantes de la variable; I1(3) étant en général de 
degré r — 1, le premier terme du développement sera du degré 
— 1 en 3, et l’on aura 








| 
+ 
| 
+ 
|, 
+ 


En effectuant le long du cercle de rayon infini les 7 intégrales 


504 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 
précédentes, il suffira d’avoir égard dans chaque développement au 


à : Ms ; 
terme en —; et nous nous trouverons immédiatement amenés aux 


relations 


— rn—1 
En—1 =ŸVQ : 


puisque les valeurs des intégrales sont respectivement 


£o; Et; +...) £n—i- 

U(z) 
F(z) 
cients des termes de degré égal ou supérieur à — n; cela suffit pour 
déterminer complètement IT(3), puisqu'on a identiquement 





Nous connaissons ainsi dans le développement de les coeffi- 


VEES 1 


n(s)= F()(R ++. L ) 


2 AL 
= 





et que II(z) doit être un polynome entier; par conséquent, F(:) 
élant de degré n, on voit que les 2 premiers termes de la série sont 
seuls utiles à la détermination de ce polynome et qu’on obtient 


(3) =yo(8+yz+Ôôzs?+...+ 301) 
+ YOU ++... + az?) 
+ VI(ÔHEZ+...+ 3-3) 


On a donc IT(z) par une méthode qui s'applique aussi bien au 
cas des racines simples qu’à celui des racines multiples. Cela étant, 
et pour obtenir explicitement la valeur de y, 1l suffira, connaissant 
es*II(z) 

F(z) 
que nous avons effectué précédemment, n’exige, comme on l’a vu, 
que l'opération algébrique élémentaire de la décomposition de la 


: : IL(z : : 
fraction rationnelle === en fractions simples. 


) 

F(z) 
Comme application des formules obtenues dans la dernière Lecon 
pour lintégration des équations linéaires à coefficients constants 


IT(z), de calculer les résidus de la fonction Ce calcul, 


band 
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sans second membre, je prendrai l'équation 


: 
_ HNIVE— O, 

qui se rencontre dans les applications de l’Analyse à la Physique, 

et en partüculier à Optique. Elle appartient à un type déjà étudié 

d'équations différentielles du second ordre; mais nous la traiterons 

suivant les procédés que nous venons d'expliquer. 

L’équation caractéristique est 3? + n?— 0; elle admet les deux 
racines 3 — + in. Si nous voulons que, pourx —0,7ety' prennent 
certaines valeurs fixées d'avance, y, et y, 1l faudra déterminer le 
polynome entier I(3) par la relation 





qui donne, en mulupliant les deux membres par F(3) et ne conser- 
vant dans le second que les termes ne contenant pas s en dénomi- 


nateur, 
H(z)=ÿos + Yo: 


- ezx II (3 ; ST 
La fonction RE, dont on doit calculer les résidus, est 
! 7 
PT; pd mn an ; Aer ezxII VA 
rx. pour une racine 3, son résidu est GR A 
3? + n? F(2) 


! 


I i ; I à 
= Yo + = e?; pour la racine — & CERSCFA Lip —2 e72%, La 
EN 3 ; 2 3 


somme de ces deux résidus est alors 


ezl — p—iT 


I D >" I / ; 
a) Cr ex) + st Re, 


Z 


en y faisant 3 — {n, on trouve l'intégrale cherchée 


SIN Z 


Vo COST + Yo 





122 


D'après la forme de l'équation différentielle, 1l est évident que, 
si l’on a une solution y — (23), y, —v(x + c) sera encore une 
solution, c étant une constante quelconque. On profite de cette re- 
marque pour mettre l'intégrale sous une forme telle qu’elle prenne 
des valeurs y, et y, non plus pour la valeur # — 0, mais pour une 
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valeur quelconque x = c; il suffit de prendre 


J =Jocosnæz(T—c)+ÿo SRE 


L42 

Cette intégrale, comme on voit, est une expression réelle, bien 
que les racines de l’équation soient imaginaires; or, en général, 
étant donnée une équation différentielle linéaire sans second 
membre et à coefficients constants, je dis que, si ces coefficients 
sont réels, ainsi que les quantités yo, V5: Yo» ---, On pourra mettre 
aisément l'intégrale sous forme explicitement réelle. En effet, & 
élant une racine imaginaire de l’équation caractéristique, on pren- 
dra sa conjuguée b et l’on considérera les deux termes Aetz+ Beëz, 


À et B sont évidemment conjugués, puisque ce sont les résidus 


L . : N(z) : ; , 
d’une même fonction réelle FC) pour deux racines conjuguées du 
dénominateur. 


Supposons que a—a+is, b—a—i$ et A=P+:0Q, 
B—P—:0Q; nous aurons 


A eat + B eëx = À exx(cosbx +isinfxr) + B exz(cos$x —:sinBx) 
—= e%x cosf$x(A + B) + etr sinfx(A — B)c 


= 2 P eax cos fx — 2Q ex sinbx, 


quantité qui esten effet réelle. 


Nous avons vu tout à l’heure que, étant donnée une solution de 
ly 
Le Va QE 4 changeant TX en X + C; ON "Aa ENCORE 
solution. Cela se voit immédiatement sur la forme générale 
y = Aeat + Beëxr + ,,,,car les différents termes se trouvent sim- 
plement multipliés par e4?, ebt, ce qui revient à changer les con- 


stantes À, B, qui sont arbitraires. 


Equations linéaires à second membre et à coefficients constants. 


Je supposerai que, ce second membre étant un polynome entier 


f(x) de degré p, l'équation proposée soit 





d ES 
HA ares 1 77e RE Tan = f\(ie 


Si je prends la dérivée d'ordre p +1 des deux membres, je 
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trouverai 
dP+1 y dPr+?2y dn+p+1 y 7 


dxP+1 ” dxP+2 Her dæ+PpH1 97 





que je sais intégrer et dont les solutions fourniront celles de la 
proposée. À la vérité, cette nouvelle équation est plus générale 
que la première; aussi devrons-nous particulariser le résultat 
obtenu. 

L’équation caractéristique est 


a zP+i + Gzr+i+. DL zip — 0. 


Le premier membre est 37*! multiplié par le premier membre 
de l'équation caractéristique qui correspondrait à l'équation diflé- 
rentielle proposée sans second membre. On sait qu’une racine a 
d'ordre (p +1) de l'équation caractéristique donne dans l’inté- 
grale un terme e%(o + hx +...+ xP).lci a —0o; on aura donc 
simplement un polynome de degré p, F(x),auquelil faudra ajouter 
l’ensemble des termes correspondant aux racines simples ou mul- 
üples de l'équation caractéristique 


aH+83z3+...+3= 0. 


La valeur de y sera donc 
JY=F(r)+Aeax+Ber+..., 


où la partie ajoutée à F(x) représente la solution de l’équation 
proposée, privée de second membre. 

Il s’agit maintenant de déterminer les coefficients de F(x); on 
pourrait le faire en effectuant la substitution de cette valeur de y 
dans l’équation proposée, et il n’y aura qu’à s'occuper des termes 
produits par F(x) et ses dérivées successives et identifier la somme 
de ces termes au second membre f(x). 

Mais nous donnerons le moyen de déterminer plus rapidement 

I 
DO SC Var 
et représentons le quotient par 45 + B03 + V0? + 005 +. 
Les coefficients 46, $5, Yo; -.. seront liés par les relations 


les coefficients de F(x). Effectuons la division 


AXo —= I, 
(1) a Bo + Pao = 0, 
ao + Bo + YAo = 0, 


Sn 0 ee mers es 6. se le eue 
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Cela étant, je dis que 
F(æ)= f(x) + Bof (r)+yof"(æ) Hs 


série qui s'arrêtera d'elle-même quand on arrivera à fP*!(x), qui 


est nul. 
Pour vérifier cette valeur de F(x), 1l suffit de faire la substitu- 
üuon comme il a été dit tout à l'heure; or on trouvera ainsi 


220 f(T) + (aBo+ Bao) J'() + (Cayo + BBo + ya) PT) 


qui doit être identique à F(x), et cette condition est satisfaite 
d’après les relations (1): 
Comme exemple, je prendrai l’équation linéaire du premier 


ordre 
d | 
D Lay = f(x), 


a 


dx 


que nous savons déjà intégrer; nous allons ainsi retrouver le 
résultat précédemment obtenu. En appliquant la méthode qui 


vient d’être exposée, nous ferons le quotient 


Z 3 
— — + — —.... 


I 
a a° a 














a + 3 “ 
En posant alors 
F(x) = JC D) ue C2 M, x 
a a? a 


la solution générale sera 
Voie + Fix). 

Remarque. — Dans un grand nombre de questions, on se sert, 
comme nousl’avonsfaitici, d'unefonctionvo(x)=a+f$x+yx?#, 
dans laquelle les exposants de la variable correspondent à des indices 
de dérivation d’une fonction donnée F(x). Lorsqu'on déduit ainsi 
de F(x) la nouvelle fonction aF (x) + 6 F'(x) + + ER 
cela s'appelle opérer sur F(x) à l’aide de (x). 

En terminant, nous indiquerons, sans la démontrer, la consé- 

quence suivante : Lorsque l'équation caractéristique a toutes 
ses racines réelles, le nombre des racines réelles de F(x) est au 


plus égal au nombre des racines réelles de f(x). 





SUR 


 L'INDICE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


Bulletin de la Société mathématique de France, 
LOVE EBPO ND LI S- 131. 


Soient Ü et V deux polynomes de degré 7 et nr —1, que je 
supposerai premiers entre eux; Je me propose de montrer, par 
une considération directe et entièrement élémentaire, que l’indice 


: V HR. . 
de la fraction g’ tre les limites — et + de la variable, 


donne la différence entre le nombre des racines imaginaires de 
l’équauon U +: V — 0, où le coefficient de ? est positif, et le 
nombre de ces racines où 1l est négatif. Soit, à cet effet, 


U+iV=(x— aj—ib;)(x — ao —ib2)...(x — an — tb»), 
et posons 
U+iVi=(æ— a23— 1b2)...(% — an— 10»), 
de sorte qu'on ait 
U + LV (æ — (#4 Moon 1b) (U: + tVi), 

et, par conséquent, 

U= (œ — a) Ui + 61 Vi, 

V—=—b,U-+ (æ — ai) Vi, 


Je remarque d’abord qu'il résulte de ces relations que les poly- 
nomes U et UÜ, sont premiers entre eux; car autrement Ü et V 
auraient un diviseur commun, contre la supposition faite. Cela 
posé, légalité 


QU + V)(Ui— 5 Vi) = (x — di — 101) (UF + Vi) 
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donne, en égalant dans les deux membres les coefficients de 5, 


VUE Ve —- D (UE AVS 
ou bien 
bi(U? + Vi) 


mm 6 


UU:; 


Vi 
U, 


Ge 


Faisons croître maintenant la variable de — © à + æ; puisque 
les polynomes U et U, ne peuvent s’évanouir pour la même valeur, 
on voit que l'indice du premier membre sera la différence des 


4 ; ; UÜ U : SE re 
indices des fractions v et Le qui va s’obtenir immédiatement. 
1 


Supprimons, en effet, le facteur positif U? + V?; nous sommes 


4 2 


UU, 
sorte qu'il suffit d'appliquer la proposition contenue dans l'égalité. 





amené à la quantité , dont la réciproque a un indice nul, de 


Lol: 


où :—+1 lorsque f(t)>0, f(x) Lo, e=—1 si lon à 
f{æi) Lo, f(x:) > 0, et enfin s — o lorsque f(x.) et f(x;) sont 
de même signe. Dans le cas présent, 2, =— 0, æ4, = + 0; d’ail- 
leurs U et U, sont de degrés n et ñ — 1 :1len résulte que esera +1 
ou — 1 suivant que D, sera positif ou négatif. 

La proposition énoncée à l’égard de l’équation U + :V = 0, de 
degré ñ, se trouve ainsi ramenée au cas de l'équation U, + iV, —=0, 
dont le degré est moindre d’une unité, et, de proche en proche, 
on arrivera au Cas le plus simple, à savoir 


TXT — re Da — O, 
où elle se vérifie immédiatement. 
Une première conséquence à en rer, c’est que, en désignant 
: : V PANNE S : 
par | l’indice de U’ c’est-à-dire l’excès du nombre de fois que cette 


fraction, en devenant infinie, passe du positif au négatif sur le 
nombre de fois qu’elle passe du négatif au positif, le nombre des 
racines imaginaires de l’équation U + {V — o dans lesquelles le 


[ER 





coefficient de £ est positif est donné par la formule , 


Supposons ensuite que, en changeant x en æ + tx, U +:V de- 
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, À : RUE V; Ë 
vienne U; +: V;,et soit I, l'indice de FA Le nombre des racines 
de l’équation proposée dans lesquelles le coefficient de # est 


Eh + n À ESA © 
———"; la formule + donnera donc, en 


2 


supérieur à À sera 
supposant À < À’, le nombre des racines où le coefficient de £ est 
compris entre les deux limites À et À’. La transformée déduite de 
l’équation Ü + :V — o par le changement de x en ix conduira 
d’ailleurs de la même manière au nombre des racines dont la 
parte réelle est dans un intervalle donné. Considérons encore 
Péquation en y obtenue en faisant | 


— 9 
a S 





Vie h— x 
et la droite passant par les points dont les affixes sont £ et 4. 
L'indice relatif à cette nouvelle transformée donnera le nombre 
des racines de la proposée qui sont au-dessus ou au-dessous de 
cette droite, et, si nous remplaçons g et par g+k et A+, 
de manière à définir une seconde droite parallèle à la première, 
la demi-différence des indices relatifs aux deux transformées 
représentera le nombre des racines comprises entre les deux 
parallèles. 

En dernier lieu, je remarquerai que, si l’on suppose les quan- 
Lités D,, b2, ..., D, toutes de même signe, on a 


I=+n ou [1—=—n, 


selon qu’elles seront positives ou négatives. Dans les deux cas, la 
fraction dk doit, par conséquent, passer » fois par l'infini lorsque 
U Mo q DL E q 


la variable croît de — æ à + æ; ainsi l’équation U — o a néces- 
sairement toutes ses racines réelles. C’est donc un nouvel exemple 
qui s'ajoute, en Algèbre, à l'équation dont dépendent les inégalités 
séculaires du mouvement elliptique des planètes et qui a été l’objet 
du travail célèbre de notre confrère M. Borchardt. Je ne tentera 
point de suivre la voie qu’a ouverte l’illustre géomètre en appli- 
quant le théorème de Sturm à l’équation U — o pour obtenir, sous 
forme de sommes de carrés, les fonctions littérales dont dépendent 
les conditions de réalité des racines ; mais Je saisis l’occasion d’em- 
ployer, pour démontrer directement la propriété que j'ai en vue, 
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une méthode que Sturm a lui-même donnée dans une Note du 
Journal de M. Liouville, publiée à la suite d’un travail de 
M. Gascheau, intitulé Application du théorème de Sturm aux 
transformées des équations binomes,t. VIE, p. 126 (voir aussi le 
Cours d’Algèbre supérieure de M. Serret, t. 1, p. 183). J'intro- 
duis, à cet effet, la série entière des polynomes U,, U;, ..., U,_:, 
en posant 


U;+ LV (æ ral} tee t0x+1) (x — BTE tÜy+»). . (T mn he — bn), 
et je remarque que la suite 


U, U:, Un, rh CE 1 


présente n variations pour æ——x el 7 permanences pour 
æ— +. J’observe ensuite que trois fonctions consécutives 
quelconques, par exemple U, U,, U:, sont liées par la relation 


baU — [bi(x — ao) + box — a )]Ui + b[(x — à)? + b3]U = 0. 


Sous la condition admise à l’égard des quantités b,, b:, ..., on 
voit donc que, quand une fonction s’annule, la précédente et la 
suivante sont de signes contraires; 1l en résulte que, en faisant 
croître la variable de — & à + w, des changements dans le nombre 
des variations de la suite considérée ne peuvent se produire qu’au- 
tant que c’est la première fonction qui s’évanouit. Puisqu’on perd 
n variations, 1l est donc démontré que le polynome Ü passe n fois 
par zéro; en même temps que nous voyons que, à l'égard de U, la 
fonction U, possède la propriété caractéristique de la dérivée, 


\ e U . , . 
c'est-à-dire que le rapport U. Passe toujours, en s’évanouissant, 


du négatif au positif, pour des valeurs croissantes de la variable. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. BORCHARDT. 


SUR UNE EXTENSION DONNÉE 


A LA 


THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES 


PAR M. TCHEBYCHEE. 


Journal de Crelle, t. 88, 1859, p. 10-15. 


M. Tchebychef m'a fait part, dans un entretien, d’un théorème 
arithmétique qui m’a vivement intéressé. Il a établi, dans un Mé- 
moire publié en langue russe dans les Mémoires de Saint- 
Pétersbourg et dont sans lui je n'aurais jamais eu connaissance, 
cette proposition extrêmement remarquable, qu'il existe une infi- 
nité de systèmes de nombres entiers x et y tels que la fonction 
linéaire 

T— ay — b, 


où & et b sont deux constantes quelconques, soit plus petite en 
I , 
valeur absolue que Si C’est, comme vous voyez, le résultat fonda- 


mental de la théorie des fractions continues, étendu à une expres- 
sion toute différente, el qui ouvre la voie à bien des recherches. 
Dans une lettre adressée à M. Braschmann, et publiée dans le 
Journal de Liouville, 2° série, t. X, M. Tchebychef, appliquant 


cette même conception à l’Algèbre, considère l'expression 


NS UN 


où U et V sont deux fonctions quelconques d’une variable x, et 


H. — III. 33 


514 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


il détermine des polynomes entiers par rapport à cette variable, 
X et Ÿ, tels qu'en ordonnant suivant les puissances décroissantes, 
le degré soit le nombre négatif le plus grand possible en valeur 
absolue. Les recherches de l’illustre géomètre sur la question sont 
extrêmement belles ; à bien des titres elles sont pour moi du plus 
grand intérêt, et voici une remarque à laquelle elles m'ont amené. 
Me plaçant d’abord au point de vue arithmétique, je suppose que 
a soit une quantité positive ; les valeurs entières de x et y s’ob- 


; : ; ' m Im Te ! 
Hennent alors comme 1l suit. Soient —, — deux réduites consécu- 
nm n 
uves du développement en fraction continue de a; posons 
nb =N+uw, n'b=N'+ vw, 
en désignant par N et N' des nombres entiers, par w et w’ des 


quantités inférieures en valeur absolue à -: Soit encore, pour 


W 


abréger, 
emmn—mn—=XEIi; 
on aura 
ex = mN'— m'N, ey = nN'— n'N. 


Ces formules donnent en effet 
e(æ—ay)=(m—an)N—(m— an')N 
—<(m—an)(nb—w)—(m—an)(nb —w) 
= ecb+w(m—an)—w'(m— an), 
de sorte qu'il vient déjà 
e(æ— ay —b)=w(m— an)—w(m— an). 


Employons maintenant la quantité }X qu'on nomme quotient 
complet dans la théorie des fractions continues et qui résulte de 


27e A ’ 
l'égalité 
mi+m. 
QU 277 
on aura 
pi | , ë 
OR EX (RENE EE + Man = TE 
LA TL n'ÀÆT 
el, par suite, 
! 
w'À + w 
w(m— an )—w'(m— an) =—E——) 
S n'K ER 
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1Lé indre, d’après les limitations d À 
quantité moindre, d'après les limitations de w et w , que 
FL 0 TEEN 


D} n'À —+ nn 


Mais cette expression décroît avec À sous la condition n'>n, qui 
est 1c1 remplie ; son maximum a donc lieu pour À= 1, et de là ré- 





sulte qu'on peut poser 
() 
1 2 
+ IT 





æ—ya—b— 


Ü étant compris entre — 1 et + 1. Ce point établi, il suffit de re- 
marquer qu'ayant 


ey =nN—nN=n(nb —w)— n'(nb —vw), 


c’est-à-dire 
EY = WA —w An, 


l’entier y est renfermé entre les limites 


n+n n'+n 

51” 2116 
ce qui démontre le beau théorème découvert par M. Tchebychef. 
Les expressions de x et Y conduisent facilement à une consé- 
quence qu'il n’est pas inutile de remarquer. Supposons qu'on ait 
Ta ; Re  : È so | 
g—ah—b—o, g et À étant entiers; je dis qu’à partir d’une cer- 
taine réduite du développement de « en fraction continue, et pour 
toutes celles qui suivent, on trouvera constamment + = g,y = h. 

La théorie des fractions continues donnant en effet 





m () m' ( 
LR ER) - Ten 
[2 nn nm nn 
où ÿ et #’ désignent des quantités moindres que l'unité, on obtient, 


en substituant dans la valeur b— 9 — ah, 


0h 


. 
# 





6 
nb = ng — mh + —; nbhb=ng—mh+ 
n e 


Vous voyez donc que, quand »’ dépassera 2h, nous aurons 


N=ng— m, N'=n'g—-m'h; 
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or en remplaçant dans les formules proposées 
ex = mN'— m'N, ey =nN—n'N, 
on en tre sur-le-champ 
CL; PIN 


Si l’on suppose b — a?, cette remarque donne un algorithme 
pour la détermination des diviseurs du second degré des équations 
algébriques à coefficients entiers, lorsque le coefficient de la plus 
haute puissance de l’inconnue est l'unité. 

Enfin, en passant de l’Arithmétique à l’Algèbre et considérant 
l'expression X — UY — V, où U et V sont des fonctions quelcon- 


Mn ; a Fr : 
ques dont la partie infinie est de la forme : Je + ...,on obtient 


sous une forme toute semblable les polynomes X et Y qui donnent 
l’approximation la plus grande de la fonction V, par la formule 


X — UY. Désignons encore par £ 
du développement de Ü en fraction continue algébrique ; faisons 
toujours s — MN'—M'N=—Æ+ 1, et représentons la partie entière 
du développement d’une fonction f(x) suivant les puissances des- 
cendantes de la variable par [f(x)], on aura 


M' , : ; à 
N deux réduites consécutives 


eX = MIN V] — M'[NV|, 
eY — NIN'V]— N'INV]. 


‘+ M" ot M 
Soit, de plus, 7 la réduite qui suit 7 €! posons semblablement 


e'X'= M'[N'V]— M'[N'V] 
Y'= N'[N'V]— N'IN'V| 
En observant que € — — +, on en déduira 
e(X'— X) = (M'— M)[N'V]— M'[NV] — M'[N'V | 
CV! Y) = (N'— N)[N'V]=+ N'[NV]— N'[N'V]. 


Mais la loi de formation des réduites donnant, si l’on désigne 
par q le quotient incomplet, 


M'= g9M'+ M, N'= gN'+N, 
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vous voyez qu'on obtient 


e(X'— X)—=wM", z(Y'—Y)—=wN", 
en posant 
wo = g[N'V]J+[NVI—[NV]|. 


Cette formule se simplifie, si l’on remplace dans le dernier terme 
N' par sa valeur, et devient évidemment | 


Oi= gIN'VI]—[gN'V|. 


De là se ure l’expression des polynomes X et Y sous forme 
de séries, telle que l’a donnée M. Tchebychef dans sa lettre à 
M. Braschmann, et je remplis l’intention qu'a bien voulu m'’ex- 
primer l’illustre géomètre en vous communiquant ce qui m'a été 
suggéré par l'étude de son beau travail. 

La considération de la forme 


7 2 





: Le 
f=(x—-ay—bz}) + x ee 


) ) 
où à et à sont des quantités variables essentiellement positives, 
qui donne une démonstration facile des résultats découverts par 
Dirichlet sur les minima de la fonction linéaire x — ay — bz, con- 
duit également à la proposition de M. Tchebychef. Soit d’abord 
Ô—t?u, à —tu?, de sorte que l’invariant D ait pour expression 
&u, je rappelle qu’un minimum de f, pour des valeurs entières 
des indéterminées, ayant pour limite supérieure le double de l’in- 
variant, on a, quelles que soient les quantités positives de 4 el w, 








x — ay — bz3} + — + 
( Y ) Cu tu? tu 


et par conséquent 
sql eu 
V2 2 I 
» æ—ay —bz < — X —) 


ee pie 


y2< it 95. 32<uU V2. 


Cela posé, je remarque en premier lieu que, si la limite supérieure 


(x — ay — bz}< 


puis 


de 3 est inférieure à l’unité, on aura 3 — 0, et les minima obtenus 

en faisant croître t{ indéfiniment seront ceux de la fonction linéaire 

æ — ay que donne le développement de a en fraction continue. 
33: 
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Concevons ensuite qu’on fasse croître w, la valeur entière de 
à parür d’une certaine limite ne sera plus égale à zéro, et il s’agit 
de prouver qu’en cessant d’être nulle elle devient égale à l’umité. 
Je me fonderai pour cela sur la remarque suivante : Con- 
sidérant une forme définie à coefficients variables quelconques 
f(&,Y,3)= ax? + ay? + az? + ...; je suppose que, pour trois 
systèmes de valeurs infiniment voisines de ces coefficients, les 


minima soient 
ANS OIL nr. p'), ACTOTIETDOE 


Je dis que le déterminant 


NN On nn 
PERD 

sera zéro ou l'unité. 
Soit en effet D l’invariant de f, AX? + A'Y?2— A"72 +... la 


transformée qui en résulte en faisant 


TIME Am \ mL. 


34 
3= pX+ p'Y+ p'Z, 


Il 


nX+ n'Y+ n'Z, 


- 


et dont l’invariant sera, par conséquent, A? D. Comme, pour toute 
forme définie, le produit des coefficients des carrés des variables 
surpasse l’invariant, nous aurons À A'A" >> A?D, ou bien 


fOm, n, p) fm, n»,p1).f(m", n°, p") > AD. 
Mais on peut poser, en négligeant les quantités infiniment petites, 
f(m,n,p)< D ÿ2, JP STRPEEND 2, {m'a nTp) UNE 
el par conséquent 

SEM, 2, p) {NET eDEMAENn,"n", p°) 2 D 


Nous en trons la condition A? << 2, de sorte qu’on a bien A — 0 
OUR EEE 





y g? 
lu VE tu?’ 


je considère £ et u comme l’abscisse et l’ordonnée d’un point rap- 


Cela établi etrevenant à la forme f = (x — ay — b3)? + 


porté dans un plan à des axes rectangulaires, de sorte qu’à un sys- 
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tème de trois entiers, qui donnent le minimum de /, correspond 
un ensemble de points ou une aire délerminée dans ce plan. De 
telles aires limitées par la partie positive de l’axe des abscisses 
s'offrent d’abord lorsqu’en faisant varier {, on suppose «w assez 
petit pour avoir 3 —0, et à deux aires contiguës appartiennent 
deux minima successifs de x — ay, ou bien deux réduites consé- 


! 
GULIVES > 7 de a. Vous voyez qu'en un point de la ligne de sépa- 


ration de ces deux aires voisines, les valeurs des quantités 4 et 
présentent cette circonstance qu'une variation infiniment pelle 
donne les minima correspondant aux deux systèmes »?, nr, 0 el 
m, n', 0. Suivons cette ligne Jusqu'à son extrémité où elle aboutit 
à une nouvelle aire placée au-dessus des précédentes et à laquelle 
appartiennent les nombres m", x", p". Nous introduirons, en sup- 
posant p” différent de zéro, la condition que cette aire ne fasse 
plus partie de la première série où la troisième indéterminée est 
toujours nulle. Mais 1l en résulte que le déterminant 


SN 7 4 


ayant pour valeur + p", est lui-même alors différent de zéro ; or on 
a vu dans ce cas qu'il est en valeur absolue égal à l'unité, nous dé- 
montrons donc ainsi que p = +1, ce qui établit bien l’existence 
du minimum découvert par M. Tchebychef. Enfin et comme con- 
séquence de cette seconde méthode, la limitation précédemment 


(l : . 
obtenue x — ay — b< — se trouve remplacée par celle-ci 
=1 A es 
2 I . same ie 2 
æ— ay —b < VE se où le coefficient numérique VE est sen- 
siblement plus petit que - 
PEU RES EULEE 


Paris, le 22 mars 1870. 


FIN DU TOME III. 


ERRATA DU TOME I. 


Page 168, lignes 18 et 19, au lieu de pour des valeurs entières des indéterminées, 
lire pour des valeurs entières des indéterminées, premières entre elles. 


Page 179, ligne 0, au lieu de comme distincts, lire comme non distincts. 


ERRATA DU TOME IT. 
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